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The aim of this book is to present, in a coherent way and from, the 
viewpoint of the automatic control engineer, the most import sta- 
bility. results concerning the mono- and multivariable aütomatic 
control systems. It is a tentative: to open a bridge betwéen theory 
and practice by the fact that-the major conception reason, Was to blend. 
the apparent paradox that ,nothing is as practical as di good theory, 
(Helmholtz) with the didactic precept that ,exam és. are more useful 
than rules“ (Newton) . n 
: ^ Most of the results of the book are devoted tothe stability analysis, 
According to the practical viewpoint that thi$'cannot be purpose by 
itself, we also approache certain design techniques as a natural conti- . 
nuation of the analysis. — . 4 ME 

In view of the major outlook, most of the theoretic results are , 
accompanied by. proofs and all the examples (about 90) are solved.. 
The book is almost self-contained the only prerequisite is an ele- · 
mentary course of mathematics. fór engineers. In this respect, chapter I 
summarises the principal aspetts of the mathematical modelling and, 
on this basis we introduce the internal and external stability concepts. 
The subsequent chapters: mre concerned with the stability analysis 
techniques for linear (IE; nonlinear (ПІ) and multivariable (IV) auto- 
matic control systems? For an easier handling of the book, а general. 
scheme. of all the ы ility types and the analysis techniques is available 
(Annex Ente je k is addressed to the engineers, designes, scientists, 
and stud: y^ o usually operate with automatic control concepts. 
E NM ig . ` eX Е 
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MEN ! 
Conceptul de stabilitate are, neîndoielnic, o. origine intuitiv-experi- 


mentală. Formalizarea şi caracterizarea lui analitică constituie o preocu- 
pare veche a gîndirii stiinfifice. Dacă primele aplica] din acest domeniu 
au avut ca obiect studiul stabilității sistemului solar, o dată cu desăvârșirea 
maginismului şi cu apariția primelor sisteme automate industriale, stabi- 
litatea devine o problemă tehnică de prim ordin., Abordarea ei pe baze 


exclusiv experimentale nu a dus la rezultate concludente, astfel că utili- . 


zarea modelelor matematice pentru rezolvarea unor probleme de proiec- 
tare a fost singura cale de urmat. Dacă avem în vedere numai două pro- 
bleme tehnice rezolvate, şi anume: stabilitatea hidrolurbinelor şi stabili- 


tatea maşinii. cu abur prevăzută cu reglare automată a таре, tragem ` 


concluzia că în epocă ele erau de importanță vitală şi că mai mult ca oricând 


y gîndirea fizico-matematică, a început să determine aspecte majore | tot- | 


odată subtile ale progresului tehnic în general. 


Prezenta carte are ca scop. cuprinderea într-un cadru unitar din 
“punctul de vedere al inginerului automatist a celor mai importante rezul- 


late de stabilitate utilizate în domeniul sistemelor automate. Ea este o tén- 


„tativă de deschidere a unei punți între teorie si practică, prin aceea că 
încearcă o îmbinare a aparentului paradox că „nimic nu este mai practic 
ca o teorie bună“ (Helmholtz ) cu preceptul, docimologic, conform căruia 
„exemplele sint mai utile ca regulile“ (Newton). 


O` scurtă privire asupra cuprinsului “cărții pune în evidență. faptul 


că ea este consacrată în primul rînd analizei stabilității sistemelor automate. 
Avînă în vedere că aceasta, din punct de vedere practic, nu constituie un 


scop în sine, s-au abordat, în limita spațiului, şi unele probleme de sinteză . 


- (în sensul proiectării efective), ca о continuare firească a analizei. Prin 
factură şi conținut, cartea se adresează îndeosebi inginerilor automatisti 
(din producție, cercetare- proiectare și învățămint ), precum şi altar cate- 
gorii de specialiști care operează în mod curent cu concepte: proprii auto- 
maticii și ciberneticii. ` 

Conform, scopului cărţii, majoritatea rezultatelor teoretice sînt demon- 
strate și toate exemplele. sînt rezolvate. Pentru a пи întrerupe cursivitatea, 
trimiterile bibliografice în text se fac pumai dacă este strict necesar. Ca și 


Т 
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în alte domenii ale ştiinţei, literatura din doineniul stabilităţii sistemelor 
automate este extrem йе bogată. În virtutea ideii directoare a acestei, cărți, 


bibliografia de la sfârşitul volumului cuprinde numai o parte din cele mai 


importante lucrări publicate de-a lungul timpului în domeniul stabilităţii. 
sistemelor automate. Foarte multe rezultate interesante, de amănunt si de 
nuanjare, nu şi-au putut găsi locul meritat între limitele coperților acestui 
volum. Oricum, îndrăznim să credem că prezenta carte corespunde unei 
necesităţi reale, dar desigur ultimul cuvânt în această privinţă îl vor avea 
cititorii. | ` | ; | ut 
Considerăm са pe o plăcută îndatorire să ne exprimăm pe această cale 
sentimentele de gratitudine față de dr. ing. Neculai Andrei, care cu prilejul 
analizei manuscrisului a formulat о serie de sugestii de ordin general 
vizind obținerea în final a unui produs editorial de bună calitate. Una ` 


-dintre acestea a avut ca rezultat schema de analiză a stabilităţii sistemelor - 


automate. (anexa:F ), din care transpare un sistem expert dedicat unei 
atare analize pe baza- ansamblului de concepte și rezultate existente în pre- 


zenta carte si pe care cititorii nu vor întârzia, sperăm, Să o utilizeze cu succes 


atît: pe parcursul studiului, cât și în, activitatea profesională. 
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Listă de simboluri si notații 


D — începutul demonstraţiei 

Bj — sfirșitul: demonstraţiei 

N — mulţimea, numerelor naturale 
Z — mulţimea numerelor întregi 
R — mulțimea numerelor reale ` 


R, — mulțimea numerelor reale nénega- 


tive : 

C. — mulţimea numerelor complexe 
R” — spaţiul vectorilor reali -` 

n - dimensionali 
C? — spațiul vectorilor complecși 

n - dimensionali 
"8 — transformarea Laplace directă 
20-1 — transformarea Laplace inversă 
`$ — transformarea z directă 
. € — simbolul apartenenţei 
: 43 — inversa mátricii A 


AT — matricea transpusă, 2 
det A — determinantul matricii A 

adj А — adjuncta matricii 4 
diag |. ) — matrice diagonală 

il ll- simbolul normei 

2 — conjugatul numárului complex 2 
|z| — modulul lui z 

Re z — partea realá a lui z 


Im z — partea imaginară a lui z 

arg z — "argumentul lui z | 

sgn x- funcția signum Ке 15 pentru 
x«0 s + 1 pentru x —-0) ^ 


1 УО) — derivata de ordinul Ё a funcţiei 


EU) 
f® (t — derivata generalizată de ordinul 
k a funcţiei f(t) | 
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Capitolul I \- 


Fundamentele 


conceptului 
de stabilitate 


1. Descrierea matematică a sistemelor dinamice 


1.1. Sistem şi mediu înconjurător 


1 


În sens fizic larg, prin sistem se înțelege un complex unitar, relativ 
delimitat, printr-o structură înternă, față de mediu. Pentru explicitarea 
acestei afirmaţii se consideră ип sistem dinamic (atributul „dinamic“ 
indică faptul că sistemul evoluează în timp), a cărui schemă functionál- . 
constructivă este reprezentată in fig. I.1. Desfășurarea corectă a pro: 
. cesului tehnologic implică rezolvarea simultană a următoarelor două. 


probleme: 

a) Să se modifice adecvat debi- 
tul Q, astfel încit nivelul lichidului 
* în recipientul R să rămînă constant 
în raport cu variația debitului Q,. 
Pentru rezolvarea acestei probleme 
se poate folosi un operator uman 
sau un regulator automat de nivel. 
Elementele care concură la realizarea 
scopului propus — stabilizarea nive- 
lului — acționează într-o ' ordine si 
sint intercorelate. Încălzirea sau ră- 
cirea lichidului (prin schimbátorul 
de căldură SC), în condiţiile in care 
coeficientul de dilatație termică a 


Fig. I.1. Schema prelucrării unui lichid: 
P — pompă; R — recipient; SC — schimbător de · 


căldură; V- si V; — ventile; О; si Qe — debitele 
lichidului prelucrat; Q; — debitul аре шш termic. 
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| знала este mic, nu apartine. unităţii şi. ерыла mediu exterior. 
S-a pus in evidență astfel un. sistem. . 

. . b) Să se modifice adecvat debitul Q, al agentului termic astfel incit 
temperatura lichidului din recipientul R să rămină constantă. Ca -şi 
mai sus, pentru rezolvare acestei probleme se poate folosi un operator. 
штап sau un regulator automat de temperatură. Si in acest caz se evi- 
denfiazá o unitate, respectiv un sistem. De aceastá datá variatia nivelului 
lichidului din recipient apartine unitátii, deoarece temperatura lichidului 
depinde și de debitele Q, și Q.. 

Pe baza acestui exemplu simplu se роё formula următoarele carac- 
ierizári relative la noțiunea de sistem: 


1° Pentru un sistem este esenţial faptul că părțile е componente 
sînt într-o anumită relație, care constituie totodată criteriul de delimitare 
fue de mediul inconjurátor. 


, 2? Părţile sau elementele sistemului au funcții precise si ocupá 
în cadrul. sistemului poziţii bine determinate, ceea ce permite să se 
afirme că sistemul se caracterizează printr-o anumită structură. 


3* între mărimile fizice ale sistemului există legături de cauzalitate, 
concretizate în procesarea substanței, energiei şi informației in confor- 
mitate cu legile generale ale naturii. ; 


4 Legăturile de cauzalitate pot fi astfel ordonate încît. in cadrul 
sistemului să existe /egături inverse — reacţii — (pozitive sau negative). 
Acest tip special de conexiune (realizabilă și în cazul exemplului din 
fig. I.1 prin folosirea unui operator-uman sau a două regulatoare) este 
specifică sistemelor cibernetice (naturale sau tehnice). 


5° Acțiunea comună a părților sistemului asigură realizarea unui 
anumit scop — pentru exemplul considerat stabilizarea nivelului sau 
a temperaturii. Prin reunirea părților sistemul dobindeste. calități noi, 
. care nu pot fi identificate în părţile sale, luate separat. à astfel de cali- 
tate (in cazul sistemului din fig. I.1. este vorba de stabilizarea nivelulüi . 
și a temperaturii) este aceea determinată de prezența reacției. . 


6° Realizarea scopului propus se poate face folosind un operator 
uman sau un regulator automat. Funcţional, cele două soluţii au la 
bază aceeaşi structură abstractă a comunicațiilor între pártile sistemului, 
respectiv sint izomorfe. ; 


7° Noţiunea de sistem este relativă, deoarece una şi aceeași calita | 
fizicá poate cuprinde diverse sisteme, corelate sau nu intre ele. 

Pe de altá parte, din punct de vedere practic, sistemele din natură, 
dar în special cele tehnice, prezintă utilitate dacă posedă următoarele 
proprietăți principalei | = 


ae | | А ү 


* - 


1° Fiind dat un anumit regim de echilibru al mărimilor unui sistem, 
orice perturbare de scurtă durată a acestui regim este urmată de reve- 
nirea naturală a sistemului, în timp, la regimul de echilibru care a pre- 
cedat perturbarea. Această proprietate, esențială pentru evoluția nor- 


mală, sau chiar pentru existența marii maj езер а sistemelor, se пате | 
stabilitate. 


2? Ín sfera cauzalității, fenomenele care au loc în sisteme sînt deter- 
‘minate prin márimi-cauze şi pot fi observate prin mărimi-efecte. Proprie- 
tatea conform căreia pentru orice evoluție dorită a mărimilor-efecte 
există o evoluție a mărimilor-cauze sub acțiunea cărora sistemul reali- 
zează respectiva evoluție a mărimilor-efecte se numeşte controlabilitate. 


3? Dacá pentru o anumitá evolutie cunoscutá a mărimilor-efecte, 
realizată de sistem sub acțiunea unor márimi-cauze necunoscute, este 
posibilă determinarea evoluţiei -respectivelor mărimi cauze, se spune 
că sistemul are proprietatea de observabilitate. - 


4? Fenomenele care au loc în cadrul sistemelor le caracterizează 
din punct de vedere structural și parametric. Dacă pe baza cunoașterii 
evoluției mărimilor-cauze și a evoluţiei corespunzătoare a mărimilor- 
efecte se pot determina structura și parametrii sistemului, se spune că 
acesta posedă proprietatea dc identificabilitate. 


5° Calitățile sistemelor, naturale sau tehnice, se apreciază fie pe 
„baza proprietăților de inai sus, fie, mai ales, pe baza unor indicatori 
simpli sau, sintetici care caracterizează relația dintre mărimile-cauze 
„şi márimile-efecte. Dacă un sistem nu posedă o anumită calitate (nu 
satisface un anumit indicator), dar prin modificări structurale (cu adău- 
garea unor părți si a unor: iuni noi) si ajustări parametrice adec- 
vate noul sistem’ evidențiază) calitatea respectivă, se spune. că sistemul 
inițial are proprietatea adaptabilitate; Pentru evitarea eventualelor. 
confuzii, precizám cá în Cazul sistemelor tehnice modificarea structurii 
și ajustarea parametrilor se pot face definitiv, pentru sistemele cu struc- 
- tură fixă 9 p arametri constanti in timp, sau de cite ori este necesar . 
(prin оса adecvate de autoadaptare), in cazul sistemelor cu struc- 
turá si parametri variabili in timp. 


6? Proprietatea unui sistem de a- Şi conserva, între limite precizate 
sau precizabile, о anumită calitate bine definită (dintre cele, de mai sus 
sau altele), în condiţiile în care parametrii. și/sau structura sistemului 
se modifică (în mod cunoscut sau nu) între anumite limite admisibile, 
se numește robustețe. à 


Este de la sine inteles cá intre proprietátile enumerate mai sus existá 
anumite relații , determinate de însuși sistemul natural sau tehnic. Cunoas- 
terea lor, ca si a insesi кешеш Si a calitátilor sistemelor, sint de o 


hs 


эё. ^ 


mare importanță. pentru practica inginerească în gensral si pentru conce- 
регеа unor sisteme tehnice performante, in special. 


Cunoașterea sistemelor reale (naturale sau tehnice) se bazează ' pe 
construcția — prin sistematizarea observaţiilor, sintetizarea rezultatelor ` 
măsurărilor şi cunoașterea legilor generale ale naturii — a unei imagini, 
de regulă idealizate si esenfializate, a fenomenelor reale..Aceastá imagine _ 
a realităţii reprezintă ea însăși un complex unitar, caracterizat, printr-o - 
“structură internă, respectiv un sistem abstract. Descrierea sistemului 
abstract se face cu ajutorul unui model (verbal sau matematic), pe 
baza căruia se pot explicita proprietățile cunoscute ale sistemului real 
si predicta altele noi, neevidenfiate de. observaţii si másurári, putindu-se 
concepe experimente pent punerea in ечеи a respectivelor pro- 
: prietáti noi. 
` -Validaréa sistemului abstract, etapă esențială în procesi d diami 
iterativ al cunoaşterii sistemelor reale, constă in regă in realitate, 
“prin experimente adecvate, a acelor proprietăți ev ES iate de. teoria ` 
care fundamentează sistemul abstract. În aceste c soin un sistem ab- - 


stract poate fi acceptat sau respins. Criteriile de a Apare sau de respin- 
gere, foarte variate în formele lor concrete, se bas&azá pe erorile admisi- 
— bile introduse de sistemul abstract în raport cus cai Sistemul real. Reducerea 


acestor erori implică, pe de o parte, rafinarea procedeelor de obfinere.a 
datelor primare (observaţii și măsurări) și, pe,de altă parte, rafinarea 
mijloacelor de descriere a sistemului abstract. În acest sens are loc atit 
o continuă diversificare a instrume tel și a metodelor experimentale - 
“de studiu al sistemelor reale, сії, ^о orientare semnificativă, în toate. 
ştiinţele; spre utilizarea model lor matematice pentru descrierea siste- 
melor abstracte. Este deja de doineniul “evidenţei că modelele matematice 
` judicios elaborate pot тера satisfácátor sistemele reale si cá aceste 


м2 


modele constituie, in numetoase aplicaţii, principala bază pentru proiec- 
tarea și realizarea unor?sisteme, tehnice sau de altă natură, cu calități 
prestabilite. Este un fapt 'bine ştiut că, printre aceste calități, stabili- 
tatea se SA et. în area majoritate a cazurilor, pe primul’ loc. 


Ro | | : 


Б T matematic al unui sistem dinamic - 


^s model matematic X este in esență un set de сй care descrie' 
` anumite aspecte ale comportării unui sistem dinamic 8, într-o formă 
relativ ușor de utilizat si cu o „acuratețe acceptabilă în raport 
.cu, sistemul 8 (o definiție matematic riguroasă a sistemului dinamic | 
abstract a fost dată in [K1]). Pentru explicitarea acestei afirmaţii, să 


t 
' 
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., considerăm cá incepind cu un moment initial 44 se aplică ешш 8 o 
mărime de intrare (márime-cauzá: forță, tensiune electrică etc.) u(t), 
t> tb, pe o durată finită de timp, numită interval de observare. Pe acest ~ 
interval de timp se măsoară mărimea de ieșire (márimea-efect: depla- ` 
sare, curent electric еіс.) y(t). Pe baza experimentelor se deduce ușor 
că y() depinde, pe de o parte, de u(t) și, pe de altă parte, de 

„starea inițială a sistemului, caracterizată prin mărimea de stare x(î9). 
De exemplu, în cazul unui oscilator mecanic, format dintr-un corp. 
greu suspendat de un resort, comportarea sa este complet determinată 
pentru #>% de forța perturbatoare aplicată in centrul de greutate al 
„corpului greu si de starea inițială definită prin poziția și viteza aceluiași 
centru de greutate la momentul t. Concluzia firească este că din_pănct 
de vedere funcţional orice descriere a evoluţiei sistemului $ trebuie 
să se bazeze pe conceptele de mărime de intrare, mărime уне și 
mărime de stare ` 

De asemenea, se constatá experimental cá evolutia gi x(t) TT 
începînd cu x(&), sub influenfa lui 4(0), 0 (to, 4, їп depinde numai 
de u(t}, ci şi de „istoria“ influenței intrării asupra ia pe intervalul 
de observatle.[ts, 4]. Acest fapt, consecință directă a- dependenţei lui y(t) 
de starea inițială x(iy), poate fi pus în Erde arte ușor cu ajutorul 

я urmátorului exemplu. SS NM | 


+ Exemplul 1.1. Se баркі — RC i Yig. 1.2, unde u(t) este tensiunea. 
de intrare (cauza) gi y(f) este tensiunea de iesir ectul). Este evident că evoluția lui 
.. y(t) depinde atit de u(t), cit şi de sarcină elec inițială (2) a capacitorului C. Mai 

` mult, d electrică, x(t), Ё > tọ depinde. A rige de u(t}, ci si de influența acesteia. 

asupra cuadripolului pe intervalul fo, Ло ntr-adevăr, scriind ecuaţiile „cuadripohilui 
_ din fig. 1. 2, obținem  " D ^N i 


S + z x(t) = u(t), | (LD 
"M ^» -— pon t > to | (1.2) 
> Ni | 


' Pentru qs de å a oarecare (funcţie continuă pe porțiuni) soluția ecuației dife- 
rentiale (1, N p dd matá чш două componente, și anume i ү - 2’ 


S P 0) = а) адд (1.3) Xf р 
By 


' unde xj(f) este soluția ecuației omogene —— iba ult) xit! [ yt 


ecuației (1.1), care satisface condiţia inițială 


(xg m zlto c B (1-4) | з. | 


: | AE Fig. L2. Cuadripol ВС. 
ü m este soluția particulară a ecuației neomogene sarcina electrică; ы, y — ten-. 
„1 A . Є siuni, 
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Se ştie că 


i | ~ gc 0-10) jp 
xt) xe E *,т», Ep (1.5) 
şi Ыы ы" à a 
А pt) i К . j 
zid —v()e E idt | (16 


unde v(t) se determină din condiția ca zt) să satisfacă, ecuația (1.1) (metoda variaţiei: 
constantelor). 
Înlocuind (1.6) in. а. 1), dupá calcule elementare, se determină v(!) si apoi din (1.6) 


se obtine ` Er 
= 1ft Ed (2—0) | | ` st 
xslt) zl RC и(0) d0, t 24. — 7 " N (1.7) 
T R Ji ? . T (ул № 
Soluția ecuației (1.1), conf lațiilor (1.3), (1.5) şi (1.7), a € 
olufia ecuaţiei (1.1), conform relaţiilor (1.3), (1.5) si (1.7), are e la 
M 


s | = 
a(t) = zli) e -re t- PaE e Puia (тв) 


ММ 
Este evident cá x(t) depinde de x(4) şi de «(0), 6 КУЛ. Acest ultim fapt cores- 
pünde. prezenţei tensiunii и in integrandul din (1.8). N i ` 


Prezența integralei” în (1.8) permite să se «t sistemul dinamic din fig. 1.2 


are „memorie“, în sensul că, acesta îşi „aminteşte“ d ot toria? influenței intrării asupra sa. . 
„Memoria“ este ċontinuu selectivă жез e е—@— 9)/RC, defta,4]), fn sensul că 

` influenţele mai vechi ale lui u (0 apropiat de I uh efect mai mic decit influențele 
recente (Ө apropiat de 7). xp 


Examinarea dinamicii слабша RC пе permite sá trageln con- 
cluzia cá modelul matematic ^а! unui sistem real $ constă din două 
ecuații: ecuația de stare зї йа ieșirii, „adică 


ER (0 = ftt. 0), щй], | . (1.9) 

49 yA = 60, х0), 0), o. 2 (020) 

unde ѓє TER Туе mulţimea | de timp. a sistemului), х(0) eXcR* 
(X este audi Nde evoluție a stării), u(t)}e US R"(U este mulțimea 
admisibilá a Walorilor intrării) si ie, e Y <R?(Y este mulțimea valo- 


rilor. jestrii)» cu т, m, p numere naturale. Funcţiile Í și g sint funcții 
ve «е dimensiuni adecvate. 
f indeplineste anumite condiții (vor fi expuse. la $ 2. 2) atunci . 
ecuaţia (1.9) admite o soluție unică care satisface я initialá 
X(ig) = xo € X, de forma 


x(t) = p(t; fo, ж, "T | (1.11) 
unde prin ин„+у se înţelege restrictia funcției u la intervalul [f ic T. 
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inspirată de metoda coordonatelor genera 
“numită reprezentare  inirare-stare-iegjw?, а  dobindit o importanță 


Funcţia ф se numeşte funcția de tranziție a, stărilor şi în cazul cuadri- ^ 
polului RC (fig. 1.2) are expresia (1.8). Ea satisface, lucru ușor de veri- 
ficat si pentru (1.8), următoarele proprietăţi, [K1], [H]: | 


1° Consistenţă —  — "à - 2 
Q (fo; fo; Xo, u(to)) = хо pentru orice (to, x) e T x X. (1.12) 
2° Compozabilitate | | Em 
Ф(%; to, Xo Ute ы) = 9(fs; А, Ф(% F to Xos Ur, һ), Wt, m (1.13) 
pentru orice to, Ё, ЄТ, cu tot Sie si orice хє X. qe | 
3? Cauzalitate ` | : № 
` А ә 
p(t; fo, Xo, p, n) = p(t; fo, х0, u o0)» t2 to Fg (1.14) 
PT pv RR. АРЕ 
pentru oricé (fo, хо) € TX X si pentru orice u(t), w(t) € u, ai Uie, == Вр, n 


În spaţiul R” ecuaţiei (1.11) îi corespunde. oxfurbă numită íraiec- 
toria sistemului X. Starea sistemului parcurge aebastă traiectorie atunci 
© 


“cind timpul ? cteste. 


“Reprezentarea unui sistem dinamic айы sub forma (1.9), (1.10), 
izate din mecanica analitică, 


deosebită in ultimele trei decenii. Acest fapt se datoreste unor facilități 
incontestabile, cum ar fi analiza $i sinteza în domeniul timpului cu 
ajutorul calculatorului electronic (PAC — proiectare asistatá de calcu- 
lator, in englezá CAD — coat aided design), în rezolvarea unor - 
probleme de mare complexifate in conducerea proceselor multivariabile 
(navigația spațială, fisiiata nucleară etc.). 

Examinind expresiile (1.10) si (1.11) se trage! concluzia cá x(t) poate 
fi eliminat, astfel că stemul abstract Z admite și reprezentarea 

V "S 


zA à | 
SV y = gi, et; fo, Xo, Mis, 3 u(t)), t> to, (t. 15) 


smi Jd intrare-iegire. Uzual aceasta are forma unui sis- 
uatii diferenţiale, fiecare de ordin cel mult egal cu n, a cărui. 

e ef este (1.15). 

buen intrare-iegire folosită inițial intens, în special în 
domeniul sistemelor automate, revine în actualitate cu evidență după | 
1980, cu deosebire în cazul sistemelor dinamice liniare invariante în 
timp, репіги саге se poate face uz în mod avantajos de transformările 
integrale Laplace si Fourier. 


4 
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1.3. Tipuri de sisteme dinamice —.. . . ^. ^. 


Din cele arătate pînă aici este evident cá trebuie să se facă o distinc- 
tie clară între sistemele dinamice reale gi sistemele dinamice abstracte. ` 
Fără a pierde din vedere acest aspect major, din rațiuni de; simplifi- 
care a limbajului convenim să folosim în cele ce urmează denumirea 
de sistem dinamic pentru modelul matematic al unui sistem dinamic” 
real. 

În cadrul acestui subcapitol, “pornind de la principiul clasificării 
dihotomice, se vor prezenta și caracteriza cu ajutorul modelului m 


` matic principalele tipuri de sisteme dinamice. 


» ©чч 


а). Dacă T este izomorfă cu R (de exemplu T este un interval Rinci 
sistemul dinamic % se numește: continuu în timp. | 
Dacă T este 'izomorfă cu Z (mulțimea numerelor iiie) atunci 
sistemul dinamic У se numește discret ín timp. In acris caz ecuaţiile 


sistemului dinamic: pot fi aduse la forma 


x(k + 1) = ЛР, x(k), ulk), Си 020. | 
soo SR) = glk, a(k), ulk), ke g (1.17) 


in.care x, и, y, f si g au aceleași semnificaţii i în cazul sistemului (1. 9), 


(1.10), 
b) Dacă х, О si Y sint spatii lini $ şi funcţiile f şi g sint liniare. 


“simultan în argumentele x Şi 4 atunéi sistemul dinamic 2 se numește 


Jiniar. 
Dacă f şi/sau g nu sint et atunci: sisteniul dinamic s se numeşte 


 neliniar. 


dinamic X se numeste ingariant în timp (constant ). 
. Dacá funcţiile f si/sàu g depind explicit de timp atunci sistemul 
dinamic 2] se саду variant în bmp. . 

d) Dacă. inc rul sistemului se pune in evidenţă o singură variabilă 
independ S timpul<— atunci sistemul dinamic 3 se nu- 
meşte c us es Йер? concentrați. Aceste sisteme sint descrise de ecuații 
difere dinare ( (în cazul sistemelor continue în timp —.de forma 
(1. 


c) Dacă funcțiile f si «s depind explicit de timp atunci sistemul. 


Sn cadrul sistemini se pune in evidență $i o altă variabilă 


indep dentă, diferită de cea temporală, cum ar fi de exemplu o varia- 


bilă Байа, atunci sistemul dinamic У se numește cu parametri dis- 


tribuiji. Astfel de sisteme sînt descrise de ecuații cu derivate. parţiale | 


„(la 1.4.4 se va examina un exemplu tipic). 


e) Dacá o márime oarécare a sistemului este un proces stohastic 


„atunci sistemul dinamic > se numește stohastic. 


` 
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Dacă nici o mărime a дзена. nu este proces stohastic atunci 
sistemul. dinamic X se numeşte determinist. 

Combinind in mod adecvat clasificările de mai sus, se pot detini 
tipuri mai nuanfate de sisteme dinamice. 

Experienta acumulatá piná in prezent in domeniul modelării mate- 
matice indică cu suficientă certitudine că, la o analiză foarte precisă; 
sistemele dinamice reale pot fi caracterizate prin atributele: neliniare, 
variante în timp și stohastice. Alegerea unui anumit tip de model mate- 
matic pentru o anumită realitate presupune esenţializarea și chiar ideali- 
.zarea fenomenelor reale si este in acelasi timp, intr-o anumitá másurá, 
arbitrará, in sensul cá depinde de posibilitățile de tratare analitică sau 
numerică, de convențiile stabilite în domeniul științific considera ба 
preferințele cercetătorului etc. -Oricare ar fi însă modelul mate atic 
ales pentru descrierea unui sistem ,dinamic real, validarea pondo 
în raport cu: cel de al doilea, în conformitate cu anumite 48 erii, este 
'conditia sine qua non a valabilitátii modelului л, Numai in: 
aceste circumstante analiza si sinteza sistemelor dina -bazate pe 
modelul matematic, pot produce rezultate practic tisfăcătoare (în 
limitele criteriilor de validare): TE 

Un loc aparte între tipurile de sisteme dina Pod il ocupá sistemele 
dinamice (continue sau discrete) liniare, invafiante in timp, cu para- 
metri concentrați. Acest fapt se explică pri eea că o categorie foarte 
largă de sisteme dinamice reale pot fi apróximate satisfăcător de astfel 
de sisteme şi, nu în ultimul rînd, prin tenta unei teorii unitare, rela- 
tiv accesibilă și larg cunoscută, a E tip de sisteme dinamice. 


- 


1.4. Erai de siste diam 


1.4.1. Cascadă formată in două recipiente 


+ 


Schema ей ghconștructivă a sistemului este reprezentată in 


fig. 1.3. Se e determine sistemul dinamic corespunzător, mări- - 
иш de i d иу şi из, iar mărimea de ieșire. y. 
«oluţi din fig. 1.3 ecuaţiile de bilanţ volumetric, la momentul 
г, în pei deus recipiente sint — 

| i : 

SUC s Adm) а) 0) pu) ao, (ы) 

* \ to * 
Aral) — ха -( (9)—»(9)49, .  . (119) 


inde" X10 $i xæ sint nivelele inițial (la t = bo) în | cele două, recipiente. 


4 ij 
Á e 
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Fig. I.3. Cascadă formată din două recipiente: 


41, А» —Nariile bazelor recipientelor; Ку, Re — rezistenfele hidraulice 
ale robinetelor; ttv, y — debite volummetrice; 41, Xa — nivelele qe 
în recipiente; Po Pn Ha — presiuni hidrostatice, 9 


` Ecuațiile presiunilor hidrostatice, la momentul +, in себ йоџӣ r гесі- 
„piente au următoarele forme bine cunoscute 


О if) = egit), e | 
M Фа) = овла), "d 20 (021) 


unde р este densitatea lichidului si g — accélératia gravitaţiei. ; 
. Ecuațiile curgerii, la momentul і, prin rgbinetele К, și Ra, in aproxi- 


SU (1.20) 


maţie liniară, sint | | М | 

hi (2) um Pl . R(t) EE (1.22) 

А0 00 = Ray 0. (123) 

Га ѕсгіегеа PE n (1 >d. 23) s-a presupus că lichidul curge 
laminar si că relatia dintre érenja de presiuni si debitul volummetric: 
este de tipul aceleia stat de legea lui Ohm pentru circuitele electrice. - 


Ecuațiile (1.22), (1.23) descriu satisfăcător fenomenul de curgere in situa- 
ţia în care viteza de urgere este suficient de mică. 

Sistemul опе două elemente conservative, concretizate de coloa- 
nele de К cele douá recipiente. Са variabile de stare se pot alege 
in ace d х1 $i ха. Derivind ecuaţiile (1.18) si (1.19) in raport 

ges d apoi mărimile фу, pa, v şi y cu Е EE (1.20)— 


Sbţin următoarele ecuaţii de stare 


Жр = — XL— X — t4, 1.24) .- 
1 AR, (n - x 1 ( ) 
| g fli i 
В eg. e | 
Xa = ху — + 3 - . (1.25 
E 2 ку” Do “a ATERI 
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Ecuația ieșirii se obţine din (1.23) si (1.21) prin eliminarea lui $2 
: 1 E 
Y = = (ехе — и). (1.26) 
Rs " 


Sistemul dinamic (1.24)— (1.26) este continuu, liniar, invariant in 
timp. și cu parametrii concentrați. El poate fi pus sub E 
„ formă vectorial-matricealá 


а X1 -| — aa E BR | Xi + 4 0 MI : (1 27) 
EA “ba —(b+e)a [La]. LO сиј | 

у= 0 МЫ -f MI | E 
i cite š 

unde а = ЏА, В}, b == 1/A3R,, | с = 1| AsRs, К = р кў, = 1A, 

f 1/Ra. > 

Reprezentarea intrare-ieșire se poate obţine prin, eliminarea mări- . 
milor х1, xs, fu Pa şi v între ecuaţiile (1.18) — (1.23) Concret, calcu- . 


lele decurg după cum urmează. Se derivează ec {Ше (1. 18) — (f. 23) 
în raport cu t si se eliminá între acestea, аб, 1, з, bh și Pa. 


Rezultă . NM 
| 49 | 
E (e g» = m (1.29) 
" t Й AU | : . o^ 
PIT) RR РЕ 
Pi (v | A úz = Ray. | (1.30) 


Se. Е ТЕР acum v a (1. ш şi se înlocuiește 1 în i 29). Rezul- 
tatul final este ais 


y + a(a + b + 23 a acy = = &gacH, — fiz — : «(a +b) fus. (1.31) 


Conditi gis y(to) si y(t) se determină cu ajutorul ecuaţiilor - 
(1.25), [ox 1.26) rezultá 


NY KS | s Уф) = frm — ffi) nE Е (1. 32) 


pasa a п 26) in raport cu ї şi înlocuind apoi cu (1. 25) se obține 
final 


Эбы): = . озу [рало — (b + c) х] + acfualto) — — fü). (1. 33) 


. Tn practica inginerească s-a impus și o altă modalitate de. repre- ' 
denaro a relatiei intrare-iesire, şi anume aceea concretizată le schema 
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bloc, baia Obţinerea acesteia constă. în aplicarea transformării 
. Laplace (v. anexa A), în condiții inițiale nule, ecuațiilor sistemului, 
‘şi explicitarea rezultatelor in conformitate, cu relațiile de cauzalitate” 
dintre mărimi. Procedind in acest mod, din (1.18) — (e 23) se obţin 
sana pl | 


D м 


E 


Xis) = ——[Ui5) — Vo) 2s 034) 
| Ais. | О i 
Xa) = VO YO 3) 
BO Ze 
ОР) = ре (5), -— 207 90.36). 
Pa(5) = eg Xs(s), 7 Ф" NS (1:37) 
SEM ve) = IP) — PO SUO 038) 7 
ap. wur ^ rans) = z [Pa aoa ^ (0.39) 


cárora li se asociazá respectiv somer de parțiale din fig. 1.4, a- " 


Dupá cum se poate deduce din fi 4, convențiile de reprezentare 


- sînt următoarele: mărimile se reprezintă prin segmente orientate, suma- · 


; М X2 - рт - 
ТА 101 [8 чоҳу 1_ 1х2 ч ^ 
+ Q А15 й te C А25 ` 93 ni 
А Е | АУУ у 
` а N C 


І Fig. I. 4. Obţinerea. schemei bloc structurale (e) a сазсайо de recipiente ре bod schemelor - 


„bloc parţiale (a — Л) corespunzátoare кш (1.34) — (1.39). 


-26 


x n 


toarele.— prin cercuri, elementele de transfer — pui СТАИ Е si 
ságetile indicá sensül transferului informatiei (cauzá — efect). Expre- 
siile scrise in |interiorul dreptunghiurilor sint funcțiile de transfer 
ale elementelor respective (v. anexa A). 


Schema bloc structurală din fig. L4, g se obtine prin asamblarea 
adecvată a schemelor bloc parţiale (si anume în ordinea a-c-e-b-d-f) |. 
si trasarea tuturor liniilor corespunzătoare . conexiunilor existente 
între schemele bloc parţiale. Schema din fig. L4, g are deosebita , 
calitate că pune în evidență, într-o viziune -de ansamblu, toate 
conexiunile existente în cadrul sistemului, 


1.4.2, Motor electric de curent continuu - Fa 
Schema fizic oală a dicte este dată in fig. T Ecuațiile | 

care descriu funcționarea sa sint următoarele | " 
Circuitul indusului: A „> 


B —e- Rya + Lis; «б | (1.40) 
unde R, și Lı reprezintă rezistența si indu xu indusului, ж ȘI xi 
sint tensiunea de comandá pe indus si S ntul -prin indus, 


€ = сірхз, “© constant, ^ XI 4) 
este tensiunea contraelectromoto; 2D — fluxul: magnetic ir de 
inductor 91 хз — viteza a a айанын. 


Circuitul inductorului : | 


unde Ra reprez P ja di oala Ma Şi Xa sînt tensiunea de 
comaridá Te ȘI curentul iuda inductor si 


$9 ny fec (45 


este Заа neliniară a fluxului 
magnetic de curentul prin inductor 
(curba de magnetizare). 


Partea mecanică: 


N 


Ж | | ‚Бї. L5. Motor electric de с.с. cu exci- 
Jia = m — из, ' (1.44) ` {айе separată, 
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ч 
H 


unde /: este momentul de ieu al indusului, из — cuplul de~- 
sarciná si ; | S 


m = сафха, Ca = - const., i | | (1.45) 


este momentul activ (cuplul electromagnetic) dezvoltat de motor. 

Avind in vedere forma ecuaţiilor: (1.9), (1.10), reprezentarea in- 
trare-stare-iesire se obţine imediat, prin utilizarea: mărimilor Xp Xa, 
Xs drept componente ale vectorului de stare: Vectorul de intrare este 
format din л, из Şi us (mărimi externe). Mărimea de ieșire este fixată 
prin considerente tehnologice. De exemplu în. cazul reglării паре 
motorului electric, márimea de iesire este o tensiuné 


Y == Ca%a, Ca = const, NÀ (1. 46) 


obținută cu ajutorul' unui tradüctor de viteză. =. exemplu 
. un tahogenerator). 

Eliminind e, ф şi m între ecuaţiile (1:40) — (1 15) ѕе pae urmá- 
torul sistem de ecuații diferențiale neliniare I2 


В E iem | 
| E hs n Т, х1 L, be L Ur, е (1.47) 
NEL ЕЕ. i | (1.48) 
2— су , 2, * Ы 
| Pg) p | 
at, ма, N a RO 
dE | Га T so 049 


Obţinerea unei E алайга а reprezentării intrare-ieșire 
este relativ complica chiar in cazul „adoptării unor: ipoteze 
simplificatoare releritó are la (ха). .Ca şi la exemplul precedent 
este posibilá obtiiterea unei scheme bloc structurale in. care blocurile 
liniare sint^ear izate prin funcțiile lor de transfer. Examinind ecua- 
{Ше frag —1.46) se constantă cá in virtutea liniaritáfii, se poate. 
aplic En Laplace ecuaţiilor (1.40), (1.42), (1.44) si (1.46). 

Re tate in conformitate cu relatiile de cauzalitate intre 


T mi int următoarele: ` 
o C 


Xi(s) = 


тре TE BO) 
voi [Ua(s) — RX), 0)" 


28 ©, 4 E 


ху) = IMG) UR КИ (1.52) 


Y(s) = eyXs(s). | У О (153) 


Schemele bloc partiale corespunzătoare ecuaţiilor (1.50), (1.52) si 
(1.53) se reprezintă ca în cazul precedent. Pentru, reprezentarea sche- 
mei аео ecuatiei (1.51) se face poteza cá existi | 


ха = CEA $ (1.54) 


unde f! este functia inversă a functieif (se presupune că fenomenele 
de histerezis magnetic sint neglijabile, astfel :că f reprezintă curba 
de primă magnetizare, care ad o inversă). | 

Pentru obținerea 2 structurale — fig. I.6 — se asam- 
. bleazá schemele bloc partial respunzátoare relatiilor (1.50) — (1.54) 
in conformitate cu relaţiile 1.41) și (1.45), reprezentabile si ele prin 
elemente de înmulțire. făcut CC. că elementele neliniare se 
reprezintă, prin UE Xu cu chenar dublu, 


qe Ks 
f (У 
1.4. = ыы 
A Я 

pus С NC a sistemului este reprezentatá în 
fig.-1.7. e considerá cá toate mișcările au loc numai în planul figurii 
Si cá masa m, a sarcinii si lungimea / a cablulului sînt constante. Aceste 
ipoteze. nu sint limitative. Există cazuri, de exemplu la încărcarea 
sau descărcarea materialelor granuloase (minereuri etc.), în care ase- 
menea ipoteze sint satisfăcute. . Ca urmare descrierea evoluției siste- 
mului se poate tae numai in coordonatele x și 2. Se neglijează forțele 


\ 
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‚ де frecare Se cere să se determine 
relația dintre forța de tracţiune 4 
și poziția y — x, à apucătorului. 
Ecuatiile.sistemului, cu nota- 
{Ше din fig. 1.7, se scriu dupá cum 
urmează. | 
- Mişcarea cáruciorului: 


т, = w4- T sin 8, (Т = ten- 


siunea in. cablu) apucătorului). 


Fig. 1.7. Pod rulant: | qe (1. 55)' 
^ — poziţia eăruciorului; y, ta — poziţia, apucăto-.. ` 
» Ma — masel ato- 
EX bi. e nui Са; Mişcarea pendoli ij | 
oscilație; м — forţa de tracţiune, : | | ` 
| о Ta d (1.36) 
"mada = Mag — T cos 0, (g — „accelerația пауке | (1.57) 
etant geometrice: О i T 
{ " y Ё "No ams 
а. X, = х, + 1 sin ө " (1.58) 
25-10050 ` (1.59) 


| А 

.. Cu ajutorul ecuaţiilor (1.58) si ы, se pot elimina ха, Za şi T sin Ө 

| din ecuaţiile (1.55)— (i 57). D alcule relativ simple se obțin. ecua- 
til e 


- (Ma + т) x айы cos Ө — Ө?ж„] sin Ө = u, | БҮ 

"d зө 48 + pin 00, И) 

Ја саге ѕе adauga баайа ieşirii , CET mE 
| (1.62) 


e 
En gpliticarea ecuațiilor (1.60), (1.61), în cazul unghiurilor Ө ` 
mi 5s pt face aproximatiile sin 02:0, cos 01 si 8*0. În aceste · 


up ipi istemul (1. 60)— (1.62) devine 
Q A | = 
bos + Me) že + та =u, . (1.63) 


КУ . y = Xe 


| „++ бео, — С (164) 
PETENS M 20. (165) 
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Reprezentarea intrare-stare-ieșire se obține foarte ușor intro- 
ducind variabilele de stare: x4 = Xe, xa == Že xg = 0, x, = 0. Cu aces- 


tea ecuaţiile (1.63)— чыз) pot fi aduse la urmátoarea formá vectorial- 
matricealá | 


rg [0 1 о. Ciis 0 
| Wa 1 
Ža | 0 `0 x n 0 ху | m m 
5з] |o. о 0 IET t|- o f% 0.66) 
е к 
i 0 0 eS |I o [| х _ р S 
LE | сы ш ч. E 
с 7 N 
ne 
зы 0, 1 `0] ; (167 
um 


Relatia intrare-iegire se poate ` de in iden transformarea - 
Laplace ecuațiilor ( E (1.65) ы care se eliminá x, (5) si Ө (s). 


Se obține : 
Koai "^ (1.68) 


"o dn care 


б) = pi b- TER. | s- fm) 


(1.69) 
este functi Pagi a кыш rulant. | : 
| m B M ELI E 
1 ка pneuraaticá ` " 
D i i | P 


&e considerá o conductá cilindricá rectilinie prin care curge un fluid 
compresibil omogen; conductă este izolată termic, astfel cá nu are loc 
schimb de căldură cu: mediul.. Se presupune, pentru simplificare, , că . 
fluidul curge fără frecare. Se cere să se determine relația dintre pre- 
siunea și debitul masic la intrarea în conductă și кеш si debitul 
masic la ieșirea din conductă. . 
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a 
a 


Fi7Ap. 


x ÎS 
NN 


NSSSNENNE 


x 
x 
Е: 
[е3 
х 


s 7 zh a 
Fig: 1.8. Pentru deducerea ecuaţiilor (1.91), (1.92). 


cc. deducerea modelului matematic al acestui sistem se utili- 
` zează pentru început fig. 1.8, a. . М 
Sub actiunea fortei | QUU 


EAR. eee (1.70) 


unde A este aria secțiunii circulare a conduc ibi p presiunea. în punc- ` 
tul x al conductei, aplicată în centrul de gr t. d al „discului“, la stin- . 
„ga — fig. 1.8, a, acesta se deplasează s dreapta cu dz. Datorită 


2р 


căderii. de presiune —- -de-a lungul она fos care trebuie i învinsă 


în deşilasarta discului de gaz | | Ё 
Fuge oet Tid x | | (1.71) 


“Conform legii a Шуа хм mecanicii miscarea „discului“ de gaz pé dis- 


чаа d dx este egi de ecuatia 


x" g^ dmă =ч Е, == Fz, ` (1.72) 
unde Г gems „discului“ de gaz. ` 


N 


E У | "dm 1 dm 


x Ж, 2 | (1.73) 


Ru gazului. Notind cu v — X viteza gazului. în conductă, din | 

(1.70) "s T3) se obţine ecuația ` 
а | | E 
> „ „ФР c С алд 


32. 


| ` Viteza v este fünitie de timp si de мш X, astfel că айне 
ei totalá are următoarea; formă ` 


Qv 


- 


LL st Pt. M | О (445) 4 

În aceste condiţii (1.74) devine э тз ai | X 
| 2 ap. e 

р == + ——3 К я 1.76 

„ele ox 2)- X з з. E 


care este pis Qui ecuație a lui Euler pentru cazul unidimen "ME 


Termenul I constituie acea рр a acceleratiei PE "tare o 
2 у" 


obține ` „discul: de gaz ca urmare a căderii de ЕУ timp ce. 


сод 
‚ v — este acea componentă a accelerației _ datorată Í ului că „discul“ 


дХ ` 
de gaz ajunge într-o regiune in care F are аңа vitezá. 


În cazul fluidele incompresibile Е = 0. даба fluidelor compre- * 
x 


чые, în. anumite domenii d curgere, sd fonstată cá KL 0, astfel cá 


Р -8x 
ecuația (1.76) devine | nA T UC 
А | ; Er yo І 
р. LOB, . = me 


sem o 


: Cea dea dius ecuati Desas i descrierea: gistemului se obține 
pe baza.bilantului m дв pentru fluidul care curge prin două secțiuni 
ale conductei sta A distanța dx, fig. 1.8, b. Dacă în punctul x viteza 
gazului . este) d att atue ci debitul masic de gaz care trece prin secțiunea 


ш. Ste v | | | 
«o s S0 04 = Ago. А | ; 2 (1.78) 
; ES * | DEEP EROS А . Qv E r S 
Întrucît pe distanfa dx apare o cădere de wu » prin secțiunea 

Xx ` Li ^ 


din punctul X p dx trece debitul masic de gaz. 


du H 


m= defet ra TER 79 
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` Diferenţa datini masice e qı DE d» se acumuleàzi i in „discul“ а gun 


|. f i de lungime dx, ceea ce inseamnă că se poate scrie. 
dm | | Ие 
ru c PME 
Dl Tinind seama de faptul cá z | 
Ex x dm = pA dx, ` © (їз 
din (1.80), prin inlocuirea mărimilor: Qv q2 Și dm cu ajutorul relaţiilor 
. (t. 78), (1.79) şi (1.81), se obține . NE PS MS 
í ES ^ de 2 DL MEE LE 
| 5 Зы NACL А (082). 
dt а дх к | 
Cea de a treia ecuăţie s se obține cu ajutorul ecuaţiei dence a gazului 
şi anume | gy i 
ФУ * — AV e ME (1.83) 
| -— ` unde. , este exponentul adiabatic. Întrucît айза, unui volum de gaz 
cu același număr de molecule este, constantá, se poate scrie 
СЫТ СРС 
du aceste condiţii ecuația (1. sain | | 
т эз азмы e (1.85) 
Pentru micilė mus variabilélor А si p in jurul valorilor po 
și Po ecuația (1.85 ) poste 1 aproximată prin iue liniară. 
» NS GE SP 
Е uw P p= Po = = (4) (2 — - fo). E (1.86) 
d NS Кы ЭЕ am Е TRE. 
unde S | Р - 


E "2 CES ME [o 


FA. IN uud MEA, #% Os de dos 
Înlocuind (1.86) și (1.87) in (1.82) se;óbtine. ` 
к е ү | (1.88) 


b ` фо. дх 


(34. 


- Pétru determinarea modelului matematic într-o formă ` concisă ` 
se înlocuieşte in (1.77) şi (1.88) | 
; v= ]q, | | (1.89) 


unde g este debitul masic, și se notează cu 


„ү з a» 


m T | 
viteza sunetului in gazul respectiv la presiune je єє A 
În acest fel din (1.77) si (1:88) rezultă ecuațiile оф * 
" : др . 1 `д4 KV ` Я 
Lm, . 1.91 
p i х. Aat S" (D 
a 4 2p. . S 


| И (1 92) 


oaa 6 


, -Este evident cá acest sistem dinamic este gt parametri distribuiţi, 
deoarece variabilele p si д depind de două? variabile independente: 
timpul ? si spaţiul x. Lu oe p o ИР | 

Pentru obținerea. reprezentării intrareșieșire în cazul unei conducte 
de lungime / este necesară integrarea ебйа{шШог (1.91) si (1.92) in raport 
. cu variabila x. Se aplică in acest. scop transformarea Laplace tempo- . 
rală in condiţii inițiale nule. ! edind astfel. și notind P(x,s) = 
-= р(х, 1)} şi Q(x, s) = Eos din (1.91) si (1.92) se 'obține urmă- 
torul sistem de ecuatii ш, lale LEN | 


ове | 
M Vn T | 
JM SLT, (1.93) 
Y ах А | 
FC NP T 
ON R N dx - c? | o3 "E 
NV Ке, Ks | 
Solus generală à acestui sistem are forma А 
Р(х, s) = h e et, . 2. 0 (95 . 


_ Înlocuind acum х = / fina seama de (1.100), si (1.101) se' obţin | 


d 


ro ML 


: valorile presiunii si debitului, în transformate hc la SEHE con- 


ductei. ~ 


. În aceste ‘circumstanțe se эл determina Adi b. Și ks în ` 
- funcţie de condiţiile la limite (1.98) si (1.99 quud că soluția. particu- m 
| dară corespunzătoare, după calcule pe. 


ре, == Peres B Po У (1.102). 


2. 


2z 


următoarele ecuaţii: 
J 


«P. $ Qs = : (Р, + 201) е" — = (Р, = 201) ett, MOS) | 
N aM. 2z 5 "22 x 
undé == [с este timpul mort al sistemului (durata propagării undelor M 


de presiune de-a lungul conductei). ; 
. Prezența în ecuațiile (1.102) si. (1. 103) a ыш е-7° 51 e7*, care 


conductă, este tipică pentru sistemele. cu transport de substanţă, trans- 
fer spaţial de Sorge sau transmisie la distanță a informației, 


N 


96. | E | | Es | - \ 


LM CM (1.97) * 


€ > 
z = — 
- este impedanta conductei şi A T sint constante de integrare. m 
| Vom nota cu Жол Quid ues 
v B E 755 0 (1.98) 
@=008) . (Ц 99) - 
“valorile presiunii și debitului masic, in transformate Laplace, la înce- . 
„putul conductei şi си. | QUE NN оз ; 
1 da PPS c У (1100). - 
| | ЎЎ ao 
NÉ 00, 5) SN (1.101) 


; se obţine de. Jorma, c 


i 


“Ola, = (Р, "S ^- dp | igne .. | (163). 


jon LOUER quen rp ous o qae) 


„pun în evidenţă fenomenul de propagare a oscilaţiilor de presiune Be Cc 


ў zQ47 P4 ` zQ2- P2 
Fig. L9. Schema bloc structurală а conductei pneumatice. 


Dacă se are in: vedere destinaţia practică a 'unei conducte, i Speţa 


„pentru transportul gazelor, atunci relaţiile. dé cauzalitate: s int -urmă- · | 


toarele: márimile cauze sint-presiunea Р, (care dete Fi) „Curgerea . 
gazului) şi debitul masic (% (consumul de gaz la айша, iar mări- 
mile efecte sint presiunea Pj și debitul masic Qi. În a circumstanțe 
` ecuațiile (1.104) si (1.105) nu constituie reprezentasta intrare-ieșire 
a sistemului. Obţinerea acesteia, de exemplu sub forma schemei bloc · 
structurale, este foarte simplă si constă în urmátóarele. Se înmulțește : 
(1.105) cu z şi rezultatul se adună, respectiv scade din (1.104). Se 


. obțin, рен urmátoarele ecuații | S B MAE | 
P, = Ф + 0де gt Qa (1.106) 
= —— d ge 203) e gu. 2 | ‚ (1.107) E 


Cu ajutorul eratio r și (1. po s-a elaborat schema bloc: 
structurală din fig. 1.9. | , 
` F A E) " j "mi EO su tutt P îi Ec : ы pe 


NP. 
ET 5. Mon 3er reînnoire a ешш pieselor de schimb 


V anite procese de producție este necesară achiziționarea 
е: г sia ca piese de schimb care nu pot fi recondifionate, pe mă- 
"sură pt menfii existenţi se distrug sau ajung la limita admisibilă 
de i unb . Pe parcursul inlocuirii rulmentilor:uzafi sau defecti, un anumit. 
tip de rulment-are o distributie foarte variatá din punctul de vedere al 
„vechimii celor. existenti in funcfiune. Ne propunem să elaborăm un 
model: matematic al acestei distribuții. Se are în. vedere un model dis- 
cret in timp, bazat pe o .perioadá de un an. Ipoteza. esențială pe care 
se construiesc cele ce urmeazá este că se poate defini si determina expe- 
rimental probabilitatea p; e (0,1) ca orice rulment. cu o vechime . de: i 


08 


‚ ani să rămînă in funcțiune cel puțin încă un an. Se mai presupune c cá 
după #.+ 1 ani de utilizare orice rulment este înlocuit. : 

În condiţiile precizate, rulmenfii în funcțiune într-un ап oarecare 
МЕ e N) pot fi împărțiți în n + 1 grupe de „virstă“. Fie [x,(5) numărul - 
de rulmenţi de „vîrstă“ i (i = 0, 1,...,4) în anul keN. Dupá un an 
de funcţionare, in grupa' de уте“ i+ 1 se vor găsi în funcțiune - 


җ(# + 1) = ben (®, î=0, b. eon —1, (0.108) 


i rulmenţi. Numărul de rulinenti cu vechime mai mică de un an past n ads 


k+ 1 este egal cu numărul ulk) de rulmenţi aad usi in ` 

fieful în anul k; adică | v 

| m4 1) = 9 о aC (1-109 

'Se observá cu меша că. ecuaţiile а. 108) si ( (1 199) pot fi puse, sub 
următoarea formă vectorial-matriceală (ecuaţia stare) 


-ak 1) 49: 0 0..0 1 
| m6 1) |o К 0. 0..0. | o 
Eu. КУНЕ P 
LED о 0: 0..1 | 0 
NS р | 
q^ TE e (t. 110) 


La ТЕРА ѕе КЕЯ ecuaţia ieșirii, a cărei formă depinde 
de tipul de informaţie» despre starea sistemului, necesară in anumite 
condiții. De rer ceasta poate fi 


qf s "AMEN г аат 

СТИКУ К. ubl. 55 

Ж gt IG EM ata, 
| EPIS 


E adică suma. tuturor rulmenfilor care urmeazá sá ‚ fie înlocuiţi pe durata . 
annlyi : ka Е 
Sistemul dinamic (1. 110), (1. 111), astfel obtinut, estè liniar, discret 
o8 invariant in timp. E 


38 


| асет intrare-iesire' se poate determina relativ simplu 
utilizînd relația de: recurenţă (1. 108), conform căreia putem scrie 


x(k + n) = : foxo(k dono 1) = feu(k + n —2) 
oso (Е n) = fofixo(k + п — 2) = рр + n — 3) | 
xalk + п) = popipaxolk + n — 3) = рр + n — 4) и 12) 


*-e9995209*6€a9*259*269996244«*269€8-*9»299.9*952999«999990692999999 


ab + п) = fofibs -- а ) = = Papa v dea — 1). 


Tinind seama acum de (1. 111), in care se înlocuiesc =сзајйе ge. 
ecuaţia intrare-ieșire rezultă de forma 


ylk + н) = (1 — АЕ +  — П) (1 — фу) pulk + qe" 2) 4- 
E — Po) Арн 8) ae (1 Baa p 5 ф-ец(®) + 
+ fos -.. фв-уй(Ё — 1). (1.113) 


Р XN. 
{У 
a 


| 14.6. Proces de epurare biologicá S 


 Apelé uzate, 'rezultate dintr-un anunt proces tehnologic, sint intro- 

duse într-un bazin în scopul еригаг фе cale biologică. Dacă oxigena- 

rea apei și de asemenea tempera și PH-ul sint. menținute între 
limite adecvate atunci procesul.„de înmulțire a bacteriilor depoluante 
„depinde în primul rind de con&eéntratia mediului de cultură (existent 
în apa uzată). Pe baza ob ef {ог $i măsurărilor experimentale s-a 
stabilit că rata de inmalfj a bacteriilor (ua). este proporțională cu. 
concentraţia x а n de culturá, in situația” în care x, este mic, 
si tinde să ajungă d did constant pe másurá ce d crește.. Ò atare 


relaţie poste sy imată prin | 
3 E d т а E ыз» Й (1:114) 
Ау а c Xs cb 6 Jo 


| — int două constante pozitive. 

A aud experimentele au relevat faptul că viteza de descreș- 
| E a aia mediului de cultură este propa ponai cu , Viteza 
„de înmulțire . a bacteriilor,. adică ; 


З X T xs 
i E -a ү „7 ? n же ^ 7 


unde b este o constanti, pozitivă. ` 


39. 


l5 


ON 


. Aşadar sistemul dinamic are forma. ~ 
“ у. Л , * n m | i M Xs ЖИ 7 А | Ee " 6 % 
\ © X12d - X, 2. i 1.116 
P EIE a mio 
LE E 2d c 9 алл) | 


În condiţii nonse ú 2 0 (ве introduce, сой таай de cùl- 7 


turi) Si ug > 0 (se scoate continuu apă depoluată). n 2 B us : 
.' diul de cultură introdus in bazin are concentraţie. constantă АЯ 
depoluatá are un grad constant de. depoluare, кла v ben 1. 0 
ѕе corectează după. cum urmează .. E 


Ж\ = 4; E? | Xp— dith, " FA m 4 118) ` 
йз = x AR 1.119) 
2 | omm (a чөк 1 ) 


„unde а, 51:02: sint două constante вой ae PE i LOC 
Күш, sistemul dinainic (1; ы d (1. 119). este nur я continuu 


КЕЕ ` 
i XM 
тал. Sistem m шош urmărire darte 


Se теа Tol automat de urmărire cu schema, funcțional- 
constructiva diý\fig. 1.10. Elementul de execuţie, este un servomotor 
“electric cron bifazat SM, comandat reversibil cu un redresor dublă 
ini dern din tranzistorii T, si Tz. Aceştia sint comandati 

К lea de ieşire а unui amplificator de curent continuu (А c.c. ), 
AP elementul de bază al regulatorului: Legea de reglare. materia- .. 
lizat&'de: regulator este. determinată de impedanfele de intrare si de 
, reactie ale A c.c. Utilizarea reacției prin Кз, Су de la emitorii tranzis- ` 
.torilo Ту, Ta „(uzual aceastá reacţie se realizează de la ieșirea A c.c.) 
"are calitatea cá permite realizarea unui cuplu de pornire al SM mai . 
. mare și prin aceasta o creştere a rapidității sistemului. Ca element de 
~ prescriere si ca traductor de poziţie se folosesc potentiometrele identice 
P, şi Pa (acesta ра la axul SM pur reductorul mecanic Ra). 


Ф 


„40 | E a 


AU 
We I.10. Schema unii | sistem automat de sme 


Se cere sá se determine relația. сане а 


ган automat: 
Functiile de transfer ale elementelor componen 


Sint următoarele: 


| x MR 
PEE К” бан) . (1.120) 
G (s) = ng Ез) _ "i ede Ei esas o9 td (1 12i) 

PAN. У@) м T Ug I 


А | Nn 
Gs (8) = ar тутот i Constante), 


A QS к ке з т. E P НЕ (1. 22. 


уйы к PE iri ha du = ао : А п 


АЧ cá amplificatorul de curent continui (4 с.с.) are rezis- 

zi Ponts suficient. de mare și rezistența de ieşire suficient. de 

că funcționarea sa, are loc numai în zona de пине funcția 
ester a feghulatcralui і are expresia, 181), 


miL m IE E ЖЕЛ 
см) = FO EOT TZO p ZOTZA’ s d 
OTTAA pArA . 

p px 


Е: 


ES 


/ 
in care | | p ausi e D 
j How Lees co 20 E(s)—E() c^ (1. 125). " 
p tensiunea proporțională cu abaterea U(s) — Y(s; Zis) Zs) : 
sint impedanfele de intrare, respectiv de reacţie, &, este factorul de , 


- amplificare al A :c.c. şi ks este factorul de: amplificare al redresorului ^ 
dublă alternanță comandat. În ipoteza k4 — fes oo din (1. up se obţine 


ze c у. 


Pentru caléniul i apidae Zis) şi Zy(s), se transformă ча йыш 
' format din Р, ‚Ку 51 Ra în stea, — fig.: 1.10, şi se iss b 


4 ` RR, . : КЕ, * 2 dC 
Ra = P , Jine 0 e R, = - 
а RFR FR E R+ R + К Ri Е, + Re 


7 


(1. 126) 


x esL UN с (1427) 
| 248) = | «б | (1.128) ` 
Za(s) = R d 1.129) - 
2 a(s) T -—— | | ( ) L 
осие (1.127) in (1. 128), (1.129) уйме în în (1.126) rezuttš 
` | "£k үз 
' -G = — 1 : , es 1.130 
de к(5) A = Ts + r) s | ( з ) 
„în care : 3 «Ў 2 E n E 
| ps IR, UR R HRA yq E 
ko = в= (ip AT), T= RC (1181 
0 R? | z( + R ] : з P ( ) 


mu ae (1.120)— (1.123), d. 125) si (1. EET 
ys 


| structu stemului automat de urmărire, are forma din. fig. I.11. 


Fig. I. 11. Schema bloc structurală a sistemului automat de urmărire, 


\ 


Relaţia intrare-iegire. are expresia 


EE s e edm os (1.182) | 
unde E | B ' { 
Gols) hem) ____ „ЫыЫТ» +k E | 

Apa) Gau) тт) (Ts БАЗЕ). 
кеи (1:183), 
este funcția de transfer a sistemului automat de urmărire. 5 
NN ab 
N 
1.4.8. Sistem automat de reglare a temperatur | 4 | 
єч iuc discret : ME 
Schema bloc. functionalá a sistemului este repre: ată în fig. 1.12, a. 


Schema: funcțională a. regulatorului discret are ped, din fig. 1.12, b. 
Operatia de egantionare-memorare constă i "transformarea semna- 
lului. continuu. X(t) într-un sir de valori echidistante ' 


AE : Xa = Т), 4 = teh - " E (1134 


= : Fig; E12. a — Schema 'bloc functional: а unui sistem 
: de reglare- automată a temperaturi: RD — regulator 
discret; DE — dispozitiv de execuţie; С — cuptor elec- 
tric; T — traductor de temperatură ; 
d — Structura RD: E—M — element de. egantionare- - 
` memorare; AJN şi NJA — convertoare ànalog-numeric şi 
mumeric-analogie; ARN = algoritm de reglare numerică. 


b 


nm 


. de stabilitate (sau u^ 


= b b 


beds fg Е RETE 


$ 


aude T E 0 este perioada de. egantionare, « care apoi este. transforma! \ 
^  Antr-un. semnal: cos scară — i 


n , $20 


a= ў е) cse een D, C a o 


"s 


unde e(t). este funcţia treaptă: pntat (adód. 


-Din” punct 'de 'vedere matematic transformarea dui x, (t) in EXC 
poate fi explicitată prin următoarele operaţii: 
— operaţia de D оола, рна саге a). se transformă intr-o . 


< serie: de- нЕ 


zt) = = у, ха (E — im), Е E 136) | 


indes 8(ї) este impulsul unitar. (Diae), Е : j "S | 
— operaţia de extrapolare de ordinul zero prin. care. 2? NS transformá 


in funcția scară z,(L). 
- “În ceea ce privește perioada de egantionare: nn 'se alege. în în 


funcţie de cea mai înaltă! pulsatie "от din x,(/), semnificativă din punct 
de vedere informational, саге, trebuie să se regăsească in ,z+(î) şi res- 


, pectiv in z „@). Conform teoremei [union зыл} [K2], T «. e 


Om 


la Ее аага pulsației com din caz Mete. automate discrete, -. 
. se tine seama de pulsatia maximi s ificativă conținută de mărimea- 
de intrare и şi de constanta de timp'minimá semnificativă sau de pulsa- 


tia proprie maximă semnificatia а a sitemului. Uzual T«- » dar 


Om 
la: alegerea efectivă a lui E interveni și alte condiţii, inclusiv condiții 
izare a anumitor performanţe) şi pondus 


' “tehnologice. " 
Din (1.135), si i. rezultă că E) al у poate fi exprimat prin urmá- `` 
torul Qu side Af eiae "eS m ME "A. e 
A SA | [OM . 240) es galr satt - т) б, (0.137) 
d qe T + o ee o | 
unde qu Жыз dul 
EUN ai "T = ot -e T) «us co (1.138) 


' este răspunsul la impuls al extrapolatorului de ordinul. : zero. 


Aplicind transformarea “Laplace : functiei ad): se obține 


Se : DTE - Жу. | 
^ бв) = о чи oU 0 ^n439 


E 
ы 


а 
astfel cá structura elementului gs 
de egantionare-memorare, echi- Mo — 
valent din punct de- vedere. . | 
' matematic cu un element. dé 5-7 
egantionare inseriatcu un ele- | Y . 
ment de extrapolare de ordinul © J.. 
zero, are forma din fig. L13. . ; 
Algoritmul de reglare dis- ` 
cretă (ARD), incorporat în- - 
tr-un regulator discret зап 
într-un calculator de proces, 


este. descris in general de 0: Pigi L эз. Structura РЕЧИН Ех 

-ecuație cu diferenţe, sau de | <>: паге-тетогаге: А 

funcția de transfer in z, Gg(z) =: а MM (de 8 ua Ку A ranae de 
i {У y 

(v; anexa В). Dacă se adoptă aU SS 

olege de reglare de tipul PI (proportional intégral) A algoritmul de A 

reglare discretă. „are iem | 


pata b 


au 


E МЕ spei | г уре a Ил] 
ge LE i TP feo; 4. А nos EEFE 
аз der Rk y 
unde x,, sini Lngd mărimii а x  esantionatá cu pe | 
rioada T, T, este constantă айий acd integrale și 4,—factorul com- . 
vponentei propor tioriále. În d onditii, fac: de рап. în z а 
. regulatorului discret are expreșiă ` 


abt irna ae OD 
ку д EN TEXT. ` A 


py Hu ads. АВЕ р. au ait: (Zu. cá "nes 


tionarea X tor electric poate. îi satisfăcător арав printr-o 
funcţie le t Tânsfer de forma - 3 DEN ES ata fă Au 
\ ХУ. "2 im i d 86 ow SR i м И ` Y Я ^ 
у» CĂ bac (= s eee iiM E " 142) 
: Ges) = | (1. 


in care T, cae timpul mort al йш, T,- — constanta de timp БЕ 

ke — factorul de: amplificare. - | 4 
Întrucit Т, are obişnuit valori mari (de. ordinul minutelor sau al. 

zecilor de minute), se peat considera cá funcţiile че transfer ale dre 


m 


e ^ aS і 


Fig. I. M. “Scheia bloc Structural. & sistemului de s reglare automată > 
ia temperaturii. . M 


pozitivului de execuţie uda redresoare coinandată) si traducir : 
| (termocuplu) “ au: еи expresiile "2 


б) = ky = const, ЕУ Fo (1.143) 
G(s) = ki= = const. `. — QU. (6144) 


Та. aceastá situaţie ена bloc structuralá a emului automat 
de reglare a temperaturii are forma din fig. 1.14 Sistemul este format 
atit din elemente continue, cit si discrete in imp. Pentru unificarea . 

. tratării este necesară determinarea funcției de transfer іп za сап di- 

recte a sistemului (formată din RD, DE eU C, fig. 1.12, a). Conform 

'anexei B, e de transfer. in z se je dupa cum urmează: 


= = == ^ Gals) бе) sa (t — £3) Ga) $ | eje 
JS -Tas 
=k, qd Depen) 
ERZE .s Ts +i 
| Pr m ; 
Alegind T = «eX, putem scrie in continuare 


am s "SCENE 
1. бф ааа. E m 
E M AO a aT, | BI jac Pe — 1) i —b 
ке, | "d К НЕ us) 
„în саге“ uw > dee Rod A 
T - 
Li pko b—e v (1.146). 


| Relatia intrare jeşire are expresia i mE px e i я 
Yc)-GQ)UG | .. 7 (лау) 
unde.. | | Me = 3 АР 
бый) = у“ ac dou M. oor 

Od AG) FEIE b)+ kke — a) 


este functia de transfer i inza sistemului automat de reglare a TN 
raturii. 


| дыш) 


2. Reprezentarea intrare-stare-iesire A 


E 1. Sisteme dinamice liniare cu е 


N 
{У 
2.1.1. Sisteme continue. şi variante in timp! 
Orice sistem озне liniar, continu 4 variant, in а timp este- descris 
de un set de ecuații е forma > 
| | il) = ADD + Bw. ie e ж ei A 
Lx ЖЕ stg (0 $ Du, (eR, ? (2) 


unde xc R^, «c R^, y eR? și A(), B(9), сід, р) sint matrici Teale, 
funcții continue de timp; de dimensiuni adecvate, 


„Orice desi g Sistemului (2.1), (2. 2) sub чаа mărimii de po 


intrare и di determiriatà in mod: unic pentru £2 ho. cu fe Бу, ә 
dacá e A tă starea . iniţială | e oi 
"m E . x(h) = == хо. us E (2. 8) 


Y generală a ecuaţiei de stare (2. 1), їп virtutea liniarității, 
este т atá din. douá componente, $1 anumé ^: 


"'x(t) = х0) T z(t » т : d i А - n | . (2:4) Е 


an ^ este чы ecuatiei oinogene e s ; | 
2 i i= Alt x(t). * © (25): 


24 


n ME 


» * 
En ^l ^ PE T . ' BEN 


^ : LE 


corespunzătoare ` ecuației (2. 1), sufert cate sntisfáce condiţia; inițială 
(2:3); şi х). este soluţia particulară. a. ecuaţiei neomogene. (2.1), саге 
"satisface condiția inițială zf) = 0. > | 


Y. 


` Hiei. -constantelor: Această soluție, pa 
Soo i Ame Om o euo) 


x uide .v(t) este un vector fu бе de timp, necunoscut; care. se determină > 
dim condiția ca -(2.10) să fie soluție 'a ecuației (2.1). „înlocuind „(Zi 10) " 


ү uw "E E 


„După cum este cunoscut, [H1], ecuaţia, (2.5) admite soluţia unică ` 
х0 = Хх (0), + 0. 9 


Bx UR X (0) este o matrice unică, coups ecuăţiei - - 


gi X) = 'A() x). х(0) =I (matricea ОО, o. 7) і 


Matricea X (t), numită matricea fundamentală a sistemului (2.1), 


(2.2), este, nesingulară E coloanele ei sint soluții ale ecuației omogene 
‚ (2.5). Уот ргезирипе їп cele ce urmează că expresia matricii, ХҚ) este - 
. cunoscută, deși nu a fost elaborat un р proceden, general. de , determinare E 


i E áceste condiţii soluţia 0 саге satisface (2.3) ке Á Ж - 
Et Габ Ol) um ДУ os (Q8) 
ùnde oo | E ж i4 tm 
2572 O efi x6 x ЫР e 


E b matricea de tranzifie- a sistemului (2 S (22)... Cm 


“Pentru determinarea soluției. parti e a. н (2: i); in cazul | 
in care u(t) este funcţie continuă” EAS se folosește metoda + varia- 


de forma. 


in. E 1) şi finind seama, de` (2.9) n Pe С 7) ѕе phase 
mg + mac TE 40 X() x "93 + 
NN E | + + B() «n. Xr qM 


p 90 = x) xp hio 0). X jm 


-Integrind ecuația (2. ity pe intervalul lt, t], ави качар. in 


К @. 10) si. иши seama. şi de Q. 9), rezultă 


| E, - об, 9 Bou) "m NY Ў. фаду: | 


M ож 


` Cu acest rezultat si cu (2.8), in conformitate cu с. 4), soluția ecua- 
fiei (2.1), care satisface cónditia inițială (2.3), are urmátoarea  ENDEESIE 


| 50 x (e, К `+} at, +) В) мб) d 277 С (213) 


2. Ü 2. Sisteme discrete 4 si variante. în timp 


,. Ecuațiile intrare-stare-ieșire ale acestui tip. de sistem dinamic au 
Mrniătoarea formă 


x(k + 1) = А(Е)х(Ё) + КУ, E 2-14) 

| | (30) = C()«() + D(E)ju(B), REN; S (2.15) 
. unde x € R”, « € R^, yeR? si А(А), B(k), C(k) si D(À) ps reale, 
funcţii discrete de. timp; de dimensiuni adecvate. 


Ca si în cazul sistemelor continue in timp, ori Kèvolutie : a siste- 
mului (2. 14), (2.15)"sub acţiunea intrării u(k) poate fi determinată in 
mod unic pentru k> Ro, | кеМ, daca 'se pO condiția inițială a 


stării ^ >- "c SM | 
3 ah) = x х, M С Ts ss (лбу 
Soluţia ecuaţiei | omogene | Je ANIM k 
. x(k + n A(R ух (В). "me ` (247). 


| corespunzătoare ecuaţiei (2.1. шне care satisface coriditia inițială - 
(2.16), se obţine recursiv, folosind chiar ecuaţia (2.17). Prin substituție” i 
repetată putem scrie următoarele: | ООУ. 


TERETI соз 
«(% а at st 1) х(® +1) А 4-1) Alta, 

аф аата х + 2) = = А@ да+ + 1)А (hx, : 
N qe C ue e a à was | 218y 
Pa D Mem — — P —Á——— Án . 
X(Ko +3 = `А(ь +] — дь +] — ES A (a): 


Înlocuind $ = ko + 7 in ultima relatie din setul С 18), soluția „ecua- - | 
tiei omogene (2.17) rezultà deforna ^. : | 


; Рт - (f, юз КЫЙ |. L = | (2.19): 


^. din (2.14), паша seama de (2. 21) si ( (2.22), se obtine E a 


unde - : LT | ROT Р | 
ФОЕ, ko) = A(k — 1) A(R = 2)...'А(м), k2 ko -- L,. (220) 
este matricea de. tranziție a sistemului Q. 1 (2.15). Această matrice 
satisface prin definiție condiţia 


| (9e) I ва) 

Este usor de verificat că — x bi „ 25 ш, 

D(k + 1,8) = APO, А), Rh fn 22) 

Soluţia particulară x,(k) a ecuaţiei neomogene (2. 14) 5 se арй РЕ in 

același mod pentru x,(ko) = 0. Ínlocuind Е = kot L, А + 2 буз „Roi... 
rul 


sir: Jg 
© egalităţi: боп 065. AQ 


х0 + 1) = B(ko) и ufo) = 0 lh. Bad 1) вію и ufo), 
Б = 2) = A (Rs + 1) х4 +1) + Во) + ae uU 
‚ = ® + 2, ko + 1) Bdul) + (fo 2, Porn "vm Е 
сядь + 8) = Ао 2) as + 2) mo (2-29 
= E hs 4-1) B в ч i + 5 k+ 2) В+) ulko +, 


Es ЕЯ 


Os Xy +]) = ERIT выз нь 
У 
Schi Еа js ko +j şi i= а + 1 în "ultima ecuaţie din setul 


particulară a „ecuaţiei. полове (2.14) rézultá de urmá- . 


SU s =y oei 1) Bü) bo Е "M 


cu Вона cá dacá k = ko atunci anii 'drept din Q. 24) este nul, -— 


Soluţia ecuației (2.14), care. satisface condiţia inițială (2.16), 
"oppure prin suprapunerea soluțiilor (2. 19) $i (2. 24) . (operatie legitimă 
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in: virtutea liniarit&ti sistemului (2. 14), e 14)) si este de arinătoarea 
formă . | 


«= "s ho) x tot b ов i * 2 Bt чі ) k> ko. (2.25) 


=, 


2.1.5. Sisteme continue si invariante in timp: 


ieşire (2.1), (2.2), in care matricile A, B, C si D sint constante (ind. 
dente de timp). Rezultatele obţinute la 2.1.1 sînt, evident, bs e și 
in acest caz. 


Faptul cá A este matrice constantá atrage după sine e pliticare- 
po iae a solutiei (2.13), datoratá faptului cá matrice апана 
X(t) şi matricea de tranzihe Ф(і, to) pot fi explicitate v itic 
Vom arăta că dacă A este constantă atunci 


Această categorie de sisteme este descrisă: de ecuaţiile e (ide. 


i S г 
А | 6 xp = е“, бен. y "|. 02.26) 
PX ve 
este soluția ecuației pm e S ; 
0 = 4X0, " s. EN 
Funcția matriceală e“, тє A defineşte Шо manierá „simplă 
“ca fiind suma -seriei i de pum 
| E к Е 
ett — I en inkt 1 гг ka x TE а +. РЕВ. (2.28) 
a SP * un * И d 4 ть 7 
x pă 238) in (2.27) rezultă că aceasta: din urmă este verifi- 
cată. ол. matricea! Ur tranziție (2. 9) are urmátoarea 
E | 
КЁ e(t, в) = P = to 0) = est- "th, © 7 , (229) 


iar solutia generală QA з а ecuaţiei (2.1) ее: D 


| Я | Е j P t li Е ^ ` 
x(t) = е4) хо 4 Y е4е- B u(c) dr, i21. (€ (2.80) 
căi T fo ` i. з 


PES 


Ej! 


2 1. 4. Sisteme: discrete şi invariante . in timp 


d Ecvaţiile incinta tă -ieşire în acest caz au Га (2. д (2.15), 
; in care matricile A, B, C şi D sint independente “де д. ` ma 
..  - Rezultatele obţinute. Ја 2.1.2 rămîn valabile si în acest. caz; dar pot. 
^fi aduse la o formă mai simplă avînd in, vedere că matricea de tran- 
“діре (2. 20), cu condiția (2.21), are Exp ' 


00 $(& ko) = ФЕ ki, 0) = AI kako 7 (231) 
În aceste apa шар: soluția ecuatiei (2. 14) (vezi A 25)) дейле. 
“le forma Ă | 
LIN E 
n ИТ es i А, ъло b de i— "Bags RI ho:  ND.(2.32) 
| i=ko " a P ii | | 
‚ : n "s s ME | н v IN 


2. 2. Sisteme dinamice neliniare cu тарен concentrați. 
Ecuațiile РВИ УА ale unui sagi dinamic slit ай. 
«forma (1.9), (1.10). Nu există metode ge pentru determinarea 
 "solufiei ecuaţiei de stare (1.9). În atare КҮТ principalele întrebări - 
la care trebuie să se răspundă sint „cai a privitoare la faptul dacă ecua- 
. tia diferenţială (1.9) admite soluţii acă pentru o anumită condiție 

` inițială soluţia”. corespunzătoare m “unică.” Răspunsurile la aceste 
„întrebări sînt. conținute. în os enaj, 


Teorema de: existență сие; Dacă pentru orice: ice (f), cunoscut: 
ре, to ds, f este соп, satisface condiția: de márginire | 
DENN m pL "E А 

şi condiția lui кн. eo x E | T 
Lf Msn на Fik iei a, XeX, (234) ` 


nică (1.11) care satisface condiţia. inițială x(to) = xo, [H1]. 

3) şi ( б 34) cu ||. || s-a.notat o normă pe К" (v. anexa C). 
арса}! ш situații in care f nu satisface condiţiile enunțate 

mai sus. Aceste condiții pot fi slăbite pînă la acelea care asigură cel puțin 
existența soluțiilor, cum ar fi: de exemplu continuitatea lui f.(teorema 
de existență a lui Peano, [H1]), sau, în cazul in care f este discontinuă 


in raport cu x, 'integrabilitatea lui fi în raport cu / (soluţii în sens Cara-: 
theodory, 192. | 


| = | oun Ё sînt două consante pozitive, atunci ecuația (1. 9) admite 
E s 


go . b 
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Pentru micile Байын ale variabilelor x si и sistemul (1. 9, (1. 10) 
„poate fi aproximat prin sistemul’ liniar (2. 1), (2.2). Determinarea matri- ` 
celor A(t), .B(t), C( si D(t) se poate face în acest caz prin dezvoltare 
în serie Taylor in raport cu variabilele x și йа funcțiilor f şi g (în ipo- ` 
teza că acestea sint derivabile. în raport cu x şi и) sau utilizind metoda’ 


celor mai mici pătrate (în. ipoteza că / şi £ sint integrabile in raport " 


cu x si и). 

.Faptul că nu există metode generale pentru determinarea soluţiei 
„ecuaţiei (1.9) a avut ca urmare dezvoltarea unor metode aproximative: 
și a unor metode calitative de analiză si de sinteză a sistemelor pici 
neliniare. Toate aceste metode au ca scop, sau pot fi adaptate pe 
arializa stabilității -și sinteza unor sisteme cu proprietăți de saltat 
impuse, fárá cunoasterea soluției. ecuației (1. 9). „у 

i N 


TE М 
B cm E 
3. Reprezentarea intrare-iesire . ^ D» У E 
т | M " 
= TN CRINE. P s 
3.1. Sisteme dinamice liniare cu,  paraffletri concentrati 
3.1.1. “Sisteme continue și айаш зубр | 


În principiu, reprezentarea întraresbeșire pentru această categorie » 
de sisteme poate :fi determinată, cucăjutorul relațiilor P 13) şi (2. 2): 
Rezultatul care se pojme este ыў 


coe otto + CI foe io ei + Do 0), >to 
| D ML M. И S ` (Quay 
ftra ma anip зей relației (3. 1) este grevatá de prezenţa luii xy 
especificat, se preferă, atit din rațiuni teoretice, cit 


d. Cile o, Ё 


şi practice, rea unei forme риши а relatiei (3. 1), definită: 
în urm S. Sfondi standard: | ME 


Bm хо == 0 
о 12d iy "m б) T pc 


unde ae. — - 8) -este impulsul Dirac (cu Ө fixat) 51 ай „reprezintă operaţia. ` 
de transpunere a vectorilor. 
înlocuind (3.2) în (3.1): se obține 


yalt) = et 9 Пол, 16, ag (3.3) 


(3.2) s 
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unde | vl 2 god. qus б 20 ded 
glt, 9) = Cote DB) + D() at ө), 26. (34) 

este o` matrice (фх т), numită matricea de. răspuns, la don a siste- 

-mului. (2.1), (2.2), Orice altă evolutie a sistemului, sub acțiunea unei ` 


. intrári oarecare si in condiţii initiale nule, (хо = 0), se poate explicita 
'cu ajutorul PME de comvolufie generalizat, sub forma | 


»t) -(‹ glt; 7) © dz, LS | | P н | (3.5) Е 


Rezultatele (3.4) şi- (3.5) au, după cum sé va vedea în ьс 6, 
o valoare deosebită in studiul stabilităţii. (desi determinarea! analitică 
`. a matricii g(ż, 6) nu este intotdeauna posibilă). JS p 


a 
. 8.12. Sisteme discrete si variante in ёар $. 
: : | xv 
Ww 
Procedind ca in paragrafül precedent „diSprezentarăa inbrare-ieşire — 


- a sistemului (2.14), (2.15) se obține cu aj rul т e 23) şi е. 15). 
„Rezultatul corespunzător. este канша ык 


э@ = сро) E» (i) нй щй) + 


- Й К i=ko | 
ELA" t pilis (0, kh. 22 6 
Matricea de răspun impuls se' еше, їп condițiile standard: 
| | Xo ‚уй ж“ i | un 
3 T 0 =0, fs ho ded, sut, ijo (аЛ) i 
ps NS G) =m: 1, уз ө i 
pecete circumstanțe din (3. 6) rezultă | 
"a SM a 1 Р | 
| \ yalh) = 6 ј a 9 Dor. ge, gum E . (8) 
"I , | 5 
(0 Ej 1) = C) O(h, ГЕ? уф, LS 09:9) 


este matricea de ríspuns la impuls а шаш e 14), (2. 15), cu prea 
zarea că i (7, j + 1) = 0, ; 
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Orice altă evoluţie a sistemului, sub acţiunea unei intrări oarecare 


şi în condiții. initiale nule (хо == 0), se poate explicita cu ajutorul convo- 
lufiei discrete generalizate, sub următoarea formă 


y) = Sei na + Dos »h. (3410) 


81 „3. Sisteme continue i invariante în timp . 


Invarianţa in timp a sistemului. (2. 1), (2.2) atrage după sine si 
ficări importante si în reprezentarea intrare-ieşire. În virtutea Hu 
fei temporale condiţiile standard (3.2) se completeazá cu 4, 

AU 


EN б=һ=о, 5 aS (3.11) 
astfel că matricea de E е impuls, finind sump de (2.29), are 
următoarea expresie 
| (60) = C ent B+ Dat); te в (3.12) 


О evolutie oarecare а 'sistemuliui, în condiţii initiale nule, sub actiu- 
nea intrării a(t), „se explicitează prin К ыш de convolutie 


9-0; ио ЙЕ Een "ES А (3.13) | 


O altă posibilitate dé ех spi a тен Бе a acestui 

tip de sistem constă in aplicarea transformării „Laplace (v. anexa A) 

ecuaţiilor (2.1), (2.2), cu AP C si D matrici constante, pentru u(t) = 0, 

i < 0 (ceea. ce Pr antt (—-0) = 0). Procedind in acest mod și elimi- 

' nind X(s) = £ m e transformatele Laplace ale ecuațiilor (2.1) şi 
m 


(2.2) cu A, SUE atrici constante, se ое următoarea ecuaţie 
| шише EI . | 
Ка ~ а 645) Б), © i. B | (3.14) 
^. unde NS | Е 


бв) = сив. A)!B + D. * " (3. 15) 
este matricea de transfer a sistemului si.U(s) = £ tu), Y(s).— £iy(t)). 


Comparind. (3.13) cu (3. 14) şi бота s seama de teorema transformárii 
„ produsului de convolutie (anexa A) este ușor de observat că matricea 


N 
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P 


П 


7 ; de transfer este. transformata Laplace + a matricii de răspuns la pun ; 


adică | . 
бс) = EE - a шю =. 8.16) 


3.1.4.  Sisteme discrete | si invariante in timp. S 7 


Sii in сайш acestor sisteme invarianja in timp atrage după s sine „isa s 
simplificári ale reprezentării intrare-ieşire (expresia (3.10)) Pentru 
ў = ko = 0, finind seama de (2.31), marricea de ки: la: Hue (3. "e 

. are > expresia 


glk, 1) = g= 1,0) = E кеМ, aeo em 
"cu precizarea că 2(0, 1) = :g(—1,0) = 0.. 


Оо evolutie oarecare a sistemului, cu condiţii mii sub acţiu- e 
` nea intrării «(&), k eN, se „exlicitează, 1 în Е А cu (3. 10), тш 
convolufia discretă 


-Xe 4-1,0) и «à + ри, жек | (8.18) | 
О altă posibilitate de exprimare ar M dntrarc-iegiré în căzu sis- . 


temelor discrete si invariante in timp-cOnstă їп aplicarea. transformării” 
%(v. anexa B) ecuaţiilor (2.14), ( 245), 1 in care matricele А, В,С și D . 


sînt “independente de k, репігиҳ%, = 0. După eliniinarea. lui СО 

= % {x(k)} între cele două nd rezultă . E 
m t UU ) = Gl) 00), m < (3.19) 
„unde E Кык deo gus ness 
PS A =C ay Bap. 1:5 ^U (3.20) 


| pa matricea K Ps in za sistemului я. ve = stu); Y(z) = 
= % ASA (E 


i prodi ug 
RS К so. Gp) S el — 1, o) TD O O O (20 7 


W 18) cu B. 19) si tinind seama de teorema transformării | 
volufie discret (v. anexa B) se observă că | | 


CA Уе З 
a. Sisteme dinamice печате cu parametri concentrați 


Бара reprezentării DM urmind aceeași île ca la 
`. sistemele liniare, nu este în“ general: PORADE in cazul sistemelor dina- . 
mice “neliniare FE А | 
\ 
27 56 . 


Forma абар a descrierii intrare-i ieșire a a unui "sistem dinamic пей 
niar, obținută prin aplicarea legilor generale ale naturii, este urină 
foarta Р 


FQ, y), 90, o MO ut , ы 40) —0,feT, . - 622) 


“unde F este o funcție- vector шылый, u şi у. au semiticatile 
998 cunoscute și l,g,* sint numere naturale. 


Dacá еёбафа (3. 22) гар fi rezolvată in raport cu- К 
reprezentarea intrare-iegive. are forma 


ө) 


= st, Уф), je );..., А) uli), i, ud PU (3.23) 


-unde $ este о fünctie véctor p- ИНАТ | S 
Problema existentei și unicitátii soluției ecuaţiei (3.23), care satis- 
face condiția me E . x9 i ыйы 
(А). ЕЯ К " : 
S-on PS Я (224) 


` 


| poate fi оа ca la $ 2.2. Pentri ыш se utilizeazá transformare 
SN: 
KON 


bu inca 4-0, bound m 


, 


s 


E ў И " ` to УЯ Оо. ` 


\ 


wa cuc 


EM 


LEE AO 000), и ч, à 5% od, 


4. Stabilitatea internă un UA ous edu 27 


Problema stabilităţii “interne. a -sistemelor ашаа este ` drei = | 
gată de. continuitatea funcţiei de tranziție a stărilor 


x(t) = e(t; do. хо, йып), ihe , (4.1) | 


care este soluția ecuaţiei de stare (1.9), in-raport cu perechea (fo хә) € 
e Tx X, in condiţiile in care sistemul este liber, adică u(t) = 0, t >to. 

Asadar pentru studiul. stabilității inteşne vom avea în ved re sis- 

teme. dinamice de forma Ф 
c 


"D: Ў м» 


unde f satisface teorema de mt $i unicitate de uet 2.2 s | 
teR, si xeXcR. - | | 


& 


4.1. Stabilitatea echilibrului у” 
"WM al 
4.1.1. Punct de echilibru (S 

i Ss 
па există a ex astfel încît am mE "e 
Дь ao „teR, 000 (43) 
atunci x —.4 se numeste 7 ^ de echilibru (. punct fix sau punct singu- _ 
lar) al ‘sistemului dina (4.2). Este evident cá pentru orice punct : 
: de echilibru al sistemului dinamic ii aa (4.2), admite soluția x(t) = a, 
teR.. 
Noţiunea de "m de echilibru are ип sens fizic evident. Pentru 
sistemul repizentăt in secțiune în fig. 1.15, în care 5 este o suprafață 
metâlicăsietedă” și B о bilă metalică, aflat sub. acţiunea gravitaţiei, 
punctele 41,045 și Аз sint puncte de echilibru. Conceptul de stabilitate . 
s-a E tu at in sfera intuitivá, in legátirá cu comportarea unui sistem 
'Te a scoaterii sale din starea de echilibru prin condiții inițiale 
a dies е. De exemplu dacă. bila B, fig. 1.15, se află în punctul A, (sau 


A 3) 5i la 120 se imprimă bilei o anumită viteză inițială, suficient de 


mică, în evoluţia sistemului (Denis i25) sint posibile următoarele 

două situaţii: . 
° datorită pierderilor de energie, prin frecare, bila revine dùpă - 
un timp oarecare, printr-o mișcare oscilatorie amortizată sau , 
_ aperiodică, în punctul de echilibru 4, (sau Аз); | T 


3 58 | 


2° dacă pierderile de energie 
prin frecare sint nule, bila В 
va executa o mișcare osci- 

. latorie de amplitudine cons- 
tantá in jurul punctului de 
echilibru ДА, (sau Аз). PE 

Dacá.bila B se aflá in punctul 
. Aa și la f920 se imprimă bilei o 
viteză inițială, oricît de mică, bila . 
nu шаі are posibilitatea să revină in Fig. 1.15, - Sistem. cu .trei, puncte de 

. Aa sau să oscileze în jurul lui А, și. echilibru, e: 
se va deplasa către A, sau Аз. 

După cum este cunoscut, punctele 7A ȘI Aa se numesc pide de 
echilibru asimptotic stabile — în cazul revenirii bilei exact ei punctul 
de echilibru, sau puncte de echilibru stabile — în cázul Ssfilațiilor în 
jurul punctului de echilibru, în timp ce "e se IUE gn de echilibru 


instabil. 


. Din exemplul considerat trebuie sá retinem cá, n ent, conceptul. 
de stabilitate a echilibrului are următoarea fo are: pentru pertur- 
baţii prin condiţii initiale suficient de mici, lutia sistemului, scos * 
astfel din starea de echilibru, are loc într-o,Y&cinătate a Шш de 
echilibru sau chiar. către' punctul de ec u. 
` Sistemele dinamice din natură și Td cele create de от func- 
fioneazá, in marea-majoritate a inpr in puncte de echilibru stabile . 
sau “asimptotic stabile. Un aparat,-0 instalație, un: organism, un есо- 
sistem, în general un sistem di ic real, funcționează în. anumite - 
condiţii care definesc un anumit&chilibru, al sistemului. Din cauze mai 
mult sau mai puţin cunosc aceste condiţii se pot schimba, atrágind . 
dupá sine modificári, in iate momente, ale condiţiilor inițiale. ale | 
sistemului, ceea ce constituie de fapt perturbații ale stării de echilibru 
a 'sistemului. Di m legate de buna funcționare sau chiar de însăşi 
existența sisti aterile de la starea de echilibru nu trebuie să 
саси ima limite si, mai mult, cu-creşterea timpului sistemul : 
trebuie s în mod natural la starea ч echilibru din: care a fost 
pertur UT Fon LM 


41 a SN 


a) Amplificator electronic cu reacţie. “Se consideră un amplificator 
electronic cu reacție după ieșire, fig. 1.16, 2. G;(s) este funcţia de trans- 
fer a amplificatorului si G,(s) este funcţia de transfer a reacției. 


39 


D 


i desire ( e 
С pen funcţiei (4.10) pentru «œ = 0 (b), mo - 


Fig. I. 16. Amplificator deci Gu reacție d 


a < 0 (d). КА 


„Dacă жайсан este caracterizat "C curent continuu, prin 


A 


factorul de amplificare А și, în regim inüsoidal;. prin banda de tre-. . * 


cere [0, ог], atunci comportarea dinaiüici a amplificatorului in zona 
Чен liniaritate poate ї fi exprimată, inti*o primă aproximație, prin 


DP eL e 


Reacţia după ieşire. RP. de tip proporțional, adică 


Nn GAS PM) 

-  Reafi ай al desire, coriform fig. L 16, a si relaţiilor (4. 4), (4.5), se 
M concré ue Ein. ecuația. Hs DIC n 
ИУ хө Toe s = 1 | 


уе | 
` Eliminind numitorul si trecind la domenii timpului, pent ult j= 0, 
t< 0, şi x(—0) = 0, ecuației (4.6) ii ml SEMINE de. stare 


ваф pu ат. (ka ). p= ae » - 87) E 


— 


„60 


Asa Pentiu å a. examina ойып stabilităţii echilibrului om. presupiiie 2 
că uli) = 0, t€ R, Ín acest caz ecuaţia (4.3) are forma. Fu 


| | maem, o cr cur 1 e {48 
-şi admite soluția | кз E . СБ e | 
ТО Кл "EE Base 

care definește punctul de echilibru al дава : | 
Se considerá сї. sistemul se află în această. stare de echilibru şi că 

la 420; intr-un mod oarecare (de exemplu prin cuplaje parazite c 


alte dispozitive electrice), se- alocă sistemului ко) inițială T 
In aceste circümstanfe soluția -ecuatiei (4. 7), си и = 0, este 


= loe f . Жаы. SX dy; tu t d 
E = ы S 1 
| x(t) | ecc ou d „у. AG е | 


Din punctul de vedere al stabiliți echilibrului I posible urmă. 
“toarele trei. cazuri. ` 


1° g = =o(r = = — DE în acest + "caz I x(!) ал are forma di 


fig. 1216, b. Se spune că echilibrul este sim abil deoarece x rámine 
într-o vecinătate a stării de o 2 , abarerca jos de aceasta 
depinzind-de xo. ` S TE 


m 


БЫ 


3! rateuri + x 6 are forma din fig. І. 16, С, 


Se observă cá pe măsură се iste, x revine in: i mod natutal la stai é 
"de echilibru pe care a prid in urma perturbării prin condiția -in 
фан. Se spune cá PSP e, echilibru este asimptotic stabil. 7 


| 3° a <о(к.- “== A ‘Graficul lùi 0 are forma din fig. I. 16, 4. 


Întrucît | С со pentru EN ч со бок la starea de echi- 
. libru nu e)posibilá ericit de mic ar fi | xo [), ве spune cá punctul 
де есм N е Ў instabil. ` 


dragi: Din practică se stie « că. un amplificator cu „reacţie р 


Чуй S — i) fincționează ca uh oscilator, fapt care nu a fost. 
- pus in eviderità la: 3°. Această neconcordan(á se datorește faptului: că 
modelul matematic (4.7) al amplificâtorului electronic este rudimentár 
Se va vedea la III.2.2.4 cá funcționarea са oscilator poate fi pusă „ușor 
în évidentá паша; Рона amplificator un model mateinatic neliniar 


4 


Ъ) Procés de reinnoire a | stocului pieselor de sapit Se vonsideri 
procesul analizat la 1.4. 5, cu 5 = 1, descris. de ecuaţia de stare 


| хо(Е + 1) | p Și | pe + Jo. кеМ. (411) i 
x(k +1) po. O j| х:(А) | 

Раса aprovizionarea cu piese de schimb se face T in functie de stare, `` 
` conform relației a 


u(5) = ах(®), ED ro з ET 2) 
“atunci, înlocuind (4. um in (4. ic -se ous următorul sistem бг 


E^. 
| xk + 1) x | 0. AR) ut 
батга de echilibru а sistemului (4. 13) este defini e ais ху == 0. 


Dacă. la fe N sistemul este perturbat prin condiţiile inițiale хо(до) > 0, 
xı(ko) > 0, atunci evoluţia stării sistemului estețtirmătoarea (vezi și 


214 .. "e 3 
NUM NE е кь РА 
a P a a 
"IM n Fi sa si | 


` Efectuind calculele în . wes se constată. cà. 


EE EET, z0- ЕТИ 
"TN sinh) (афо) .: 2o k — ko impar, Р 
Xo = $ , 
Е Ж” ME "^ gu- ky) m i 
«S gut xo( o) (ipo) | E | — ko раг, 
$51 "S M | E - E i E i 
A AU у ж" P. $$ 
4 {у i —h-1)* УА 
ф k , k— koi А 
s (В) = м à en е diio Bud (4.16) 


d 


tlko) (aho) Ok — ko par, 


` Din punctul E vedere al stabiliti sint posibile ue aici urmátoarele 
trei. cazuri. 


2 


ko p ў 
' Instobil 


Fig. 1.17. Graficele functiilor a. 15) si (4.16) pentru & = Т а < T o 
o . șia > Мр (с). - r7 
E | ? ap (= зу. În acest caz X 4 si FA au li | it tr 
0 = == —— 0 u ши е реп ru- 
фо, M 


-k= + оо (şirurile xo(k) si xi(K) sint оке" între valorile (Ж). şi: 


0 
stabil — fig. 1.17, a... 2 "i 


2? (а 


1 
2 xı(ko) si respectiv э(&) 5i poxol (ko) Juni de echilibru este simplu | 


2 ) în t caz IM xo(k) = lim AE = 0, oricare, 
0 1.7 ho : i i 
ar fi Xo(Ko) și xı(ko) finiti Bn. ce inseamná cá punctul de ш este: 


asimptotic stabil — fig SE 17, be- 
‚3° «фо $ P rr - De aceastá dată lim T = = lim TOE = T со, 


dr d ash) şi (ы). Puictul de échilibr este instabil: 


4. 2. LM in sens Liapunov M 


Conceptul de stabilitate a echilibrului în. бета sa intuitivă devine 
inoperant în cazul sistemelor. de ordin .superior. О abordare științifică 
a' problemei stabilității a impp. formalizarea riguroasă a nofiunilo 


63“ 


Ls 


NOE ftt, Doo deR. 


© 8: “Кү \ | 
fin i 2. Punctul de echilibru x = 0-al sistemului. (4.2): se nu- 


40x o 


din Jua stabilităţii. S-a ajuns astăzi jät o mare c diversitates a acestor. no- - 
tiuni, toate avindu-și izvorul іп lucrările. deschizătoare de drumuri ale 
lui Liapunov, [L3]. 
— .Se consideră sistemul dinamic (4.2), unde f satisface. condiţiile de 
existenţă şi unicitate a soluţiei, ^ € В, si || x || <К< + Ф io in plus 
ETDLDMLD EL UI 


E 
е 


‚ ceea се inseamná cá x = 0 este punct dé echilibru al sistemului. „Ipoteza. ` 


- 44.17) nu reduce din generalitate, deoarece dacă x = 40 este’ punct 


de шла, atunci fácind schimbaréa de variabilă’ dependentă 


E X-—x-—a,. = е Pen 
sistemul (4.2) devine. "e mei Lene, s A | 
Tea взш б um 

2000 з-д + у 000 42 


Starea X — 0: este punct. de echilibru pru збан C 19) deoarece 


. ` 49 PP i А x И a ` 
(s ARE Definiții ^: ^ ACE E S : 
А i М о уң 
* Definiţiile care vor urma or referi la sistemele ше continue . 
. în timp, Ele pot fi: reformi te, mutatis mutandis şi pentru sistemele 
‚ dinamice discrete -în A Adaptátile necesare se referă desigur Іа. 


" variabila ` temporală. . În ucit ele nu implică dificultăți. majore, consi- 
` derăm cá pot fi re alirate, ca uñ exercițiu util, de către cititor.-. 


Dania Sue de, echilibru х = O al sistemului (4.2) se nu- ` 


-„mește si pentru orice scalar pozitiv e există un scalar pozitiy 


хо || < 8 implică. Ir x) < е, E 


E mi sein stabil dacă el este stabil și în plus 
| lim. ЕЛЫ з 7101 (4421) 


i 


E Definiția 3. Punctul. de ‘echilibru х2 0 al. ышы » 2) se nu- 
» meste'instabil: dacă nu este stabil: aceasta înseamnă că există un e >0. 


„astiel încit pentru orice > 320 existi un хо, cu [50 ||. « 8, astfel încît ` 


T | 


T 


Т ЭЛЕП реши. unii d A dacă acestea au. 10 penti 

“Жо, CU || Xo II < 5, atunci punctul de echilibru. se nue icom. 
! stabil. i 

„ Din definițiile de mài sus rezultá + că stabilitatea asimptotică: im 

stabilitatea (deci un punct de echilibru asimptotic stabil este și st 

$1 completa .instabilitate implică instabilitatea (un. punct de есы 

complet instabil este -și instabil). . 


Avind în vedere relaţia. dintre definițiile 1 şi 2 se introduce E 
. toarea nuanfare. ' | А 


+ Герта 1'. Punctul de echilibru x == 0 al sistemului (4. 2) s 
meste simplu stabil ( neutral stabil) dacă el este stabil. dar nu -est 
totic stabil. 


M 
Ч 


А 
Г ЕН К 
— . ' 4.2.2. Interpretare geometrică — . iN 
„După cum s-a arătat, soluţia: х(Ф) = х@; lo, х0), t% SÈ a ecuaţie 
parcurge in R” o curbă numită traiectorie. În Veazul bidimen 


(n — 2) reprezentarea traiectoriei se face în pl 
ргеѓаге. geometrică simplă a с a i sus. Precizám cá о 
galitate de forma || x || <a, unde ||: te de exemplu norma еп 
deană, are ca imagine în plan un dise s nit de. cercul C cu cen 
in origine si rază œ.. 
. Dacá originea planului stirilo e un punct de echilibru stabil 
al sistemului (4.2) atunci oricare “аг fi cercul C,,. de rază e, există 
, interiorul sáu un cerc Cs, de: ă de, astfel încît orice traiect 
¿`` cae pornește din interio Cali] xo || < 8), cu creşterea nelimit 
a timpului, rámine in in eriorul cercului C, — fig. L18,a. ` 


fiind posibilă .o inte 


Й 


Fig. 1.18. Pufictul de, echilibru +, = 0 este stabil (simplu stabil) i гарон. 
| stabil n gi instabil (0). - 


* Lă 


VA А " 
\ ' = ` 
Dacă originea planului stărilor este un punct de echilibru. asimptotic 
stabil al sistemului (4.2) atunci orice traiectorie саге pornește din inte- · 
riorul cercului Съ, pe lîngă faptul cá rămîne în interiorul cercului Су, 


mai satisface condiția, că ea. converge către! origine. atunci cînd timpul. i 


creşte nelimitat —-fig. I.18,b. . — 

O .comportare contrară: aceleia din fig, I. 18, a, respectiv există un 
cerc C, astfel incit pentru orice. cerc. Ca există o traiectorie care por- 
^ пеѕїе din interiorul lui C4 si nu rămîne în interiorul cercului С, „atunci 
cînd tipul creşte suficient de mult, pune în evidență faptul că origi- 

nea planului stărilor este un punct de echilibru instabil al sistemulpi 
` (42) — fig. I.18, с. . s 
“În sfârșit, dacă instabilitatea are loc! pentru orice RAI саге 
pornește din interiorul cercului C, atunci originea planului ărilor 
este un punct de echilibru complet instabil al sistemului . 

Pentru 423 interpretarea geometrică a. сао А 42. 1. 
„este asemănătoare cu cea pentru p = 2, cu deosebireacé cercurile Ca: 
si e. se înlocuiesc cu sfere pentru » = 3 și cu d pentru п> 4. 

423. Stabilitatea globală +: 9, Е 
| Din tele infátisate ariterior rezultă că inti-adevăr. stabilitatea internă 
este `0 problemă де” continuitate a sólutiei x(t) = x(f; fo, хо), E> tor 
a ecuației (4:2) in raport cu perechea to, Xo). Pornind de la acest fapt 
se trage concluzia cá în cazul stabilităţii, al stabilității asimptotice sau 
7 а] instabilității se poate pune problema determinării în mulțimea R, x R" 
a submultimilor maxime (in sul, cuprinderii . tuturor perechior (fo, 


Xo) posibile) pentru care шна spaţiului stărilor este Tespectiv pinet 
de echilibru stabil, asimpfotic 'stabil sau instabil. "E 


.. Defimijia.4. Fie X, E "^ cu 0eă,. Dacă x = 0 este un punct de. 
-echilibru . asim ee Adi abil al: sistemului (4.2) pentru orice ЄК, si 
pentru orice, și nu este asimptotic stabil pentru orice x9€R"N X, · 
atunci X, к Jn mulțimea de стаде а Sistemului (4. 2 corespun- | 
„» zătoare ncíülui de echilibru x — 0. 


раби i 5. Dacă x = 0 este punct de жаныш asimptotic stabil 
(sta instabil) al sistemului (4. 2) pentru orice teR, şi pentru 
orice 25€ R^ atunci punctul x = 0 se numește global asimptotic stabil 
(global stabil sau global instabil). 


. Conform: definiției precedente, globalitatea stabilității ребе. 
a stabilității sau а instabilității implică faptul că: punctul de echilibru 
х = 0 al sistemului (4.2) este unic. În aceste cazuri se obișnuiește să 
se spună că sistemul (4.2). este asimptotic stabil, stabil sau instabil. 
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"5. Stabilitatea internă a sistemelor dinamice liniare E. 


N 


În cazul sistemelor dinamice маѓ studiul stabilităţii poate 
abordat direct, utilizînd în acest scop soluția sistemului. Se pot sta 
pe această cale rezultatele fundamentale care stau la baza tehnici 
de analiză a stabilităţii acestei анг de sisteme. 


5.]. Stabilitatea internă ; E sistemelor dinamice liniare à 
ante în timp. | к | E E "s E Ni 


. Fie sistemul dinamic liniar continuu în, timp E 
à н" 


i # = Aa, teR,, хек", E 


unde 4@ este о matrice кыш (n x a), cu elemei "funcţii continu 
pe R,. X x: 
Dupá cum s-a arăta? la 2. 1.1, soluția c care isface condiţia inițial 
х(№) = Xo cu ЄК, şi x, € R^, are Sp Ё 


га 


x(t) = O(t, în) ste 


unde o, o) = Х (; )Х-Ч®) este pego a si хе (0) este matricea; 
fundamentalá a sistemului (5.1). ict 


. Teorema 1. O conditie Me. si suficientă са х = 0 să fie punc 
de echilibru stabil al sitem is (5.1) este ca sá existe: o constantă” M: > 0. 
astfel încît E T. | | 

IT леу |€M,teR. «oos бз) 
p” . X 

D.  Suficistiju. Pia are loc (5 ш atunci, „aplicind погта in (5. 2); 
se, obfin 9 Ue 


2 


NU ҳе = || Х@) JX^() «Il X(). Ir T X30) | | ix 
NE <M || Xto). ao Îl $> to. 

d || % || < 3 =є(М || X ) 13 atunci [| x(t) «s ffs 

ceea ce este suficient pentru stabilitate. uU | ; 


Necesitatea. Soluţia x = 0: este stabilă, ceea ce: implică || ( ) || «e 
t €R,, pentru || xo || < 8. În virtutea liniaritátii rezultă că orice solutie 
a sistemului (5.1) este mărginită peau te R. Întrucit. coloanele. ma- 


© condiție necesară și: "suficientă ca w = 0 să fie. punct 
ПЫ ásimptotic stabil al sistemului (5. 1) este са с. eri 


lm. Xm o 64 ii 


Saficionja. Întrucit (5. 4) implică , (5. 3) rezultá cá (5. 4) este sufi- - 
pentru stabilitate: Aplicind norma in (5.2) putem sctie || z(t}. I< x 
(ATX Ht) |]. H xo ||; 1%. Trecînd: la limită pentru "4 

tima inegalitate, ținind seama de (5.4), rezultă Im H «que o. 


xformitate cu de efinifia 2 dela 4.2.1, ultimul. гыш, ез Suficient ©. 
tabilitatea asimptotică. «У 
sitatea. Dacă x = 0 este -punct dé echilibru йрн sab i 
mului (5:1) atunci (4.21) are loc $i pentru f, , oricare ar fi: 
| Xo | 8. În virtutea liniarit&tii sistemul L3 1) relatia (4. 21). 
$i intru coloanele matricii X(t). Acest fapt mpi ( (5.4)... 
Sigur: “că condițiile (5.3) $i. (5.4) nu se potoàplica- practic decit in 
în саге matricea fundamentală. X (?) e cunoscută. ‘Acest fapt: 
'Cituşi de puțin valoarea teoretigă ‹ a teoremelor 7 si 2, după. 
e 'va vedea in cele cé urmează. ot, 
oreméle 1 și 2 rămîn valabile, niti » 2 și in. cazul siste- 
dinamice . liniare discrete. Și ‚д#на nte. in timp de. forma ` 


хф 1) = АВ, ВЄМ, хеЕ. 7 E 65). b 


“acest caz matricea fu ünilinentali ponte fi determinată din (2: 20). 
pentru о = 0. Rezultă n à 8 


X(k) — gj Alk — 1)4(®— 2)... А (0), Кей (5.6) 


astfel că болыу şi 2 le corespund. următoarele rezultate. à 


qe. dme necesară si suficientă ca x =.0 să i fie punc: 
A bil al чын (5.5) este са sá existe o constantă M >0, 
inc iem 


LEY 


1X(9 < <i; кеМ. | t 


'eorema 4. O condiţie necesară si suficientă ca x= 0 să fie punct 
C libru. asimptotic stabil al sistemului (5.5) este ca 


| dmdXéneo 505 g 


$ 


Ea i Pag. dete 


52, Stabilitatea: internă a: sistemelor dinamice liniare ; 
invariante in timp | 


рый 7,25 teoremele 3, 4 rămîn valabile și și i în cázul sistemelo 
invariante in timp. Avind in vedere formele particulare ale matricilo 
fundamentale (in cazul continuu — relația (2.26) și în cazul discre 
— relaţia (5.6), din care rezultă X(k) = 45, EeN) şi condiţiile (5:3); 
(5.4) si (5.7), (5.8), rezultă cá problema stabilităţii este legată de dis 
tributia valorilor кч ale matricii А in Due complex. ` 


5.2.1. Forma ‘canonică diagonală (Jordan) a unei matrici, 
pătratice EE. М | E M 


. Fie A o matrice (n x п), cu elemente reale sau c 
Matricea 1$ — A, in care se C, se „numește, matric 
a matricii- А. Determinantul: i 


A(s) = det (s— A)" S i o А (5.9 


este un polinom de gradul я in s si se пише polinomul caracteristi 
al matricii.4. Ecuația A(s) = 0 se A ecuația амаас jar. 
rádácinile. ei se numesc pide propi e matricii A. : 

Fie P o matrice. (и X n), nesin ea ш Рж0). 


Matricile A şi Â legate prin E 
| к = "PA P- 


E 


se numesc matrici asemene 
“Două matrici asemenea A şi Д, au acelaşi polinom aeien 


și deci si aceleași MINA proprii,. adică A(s) = A(s), unde A(s) = „det 
(s = А). айса putem | scrie (з). ==, det(Is — PAPA) = = det 
ij B5] e det P A(s) det P-1— A(s): i 
tealacestui fapt ne putem přopune să determinăm în cont 


a. Thatrice P pentru care matricea A: are numărul maxim pos 
bil elegiënte 1 nule. Pentru aceásta pornim. я la observatia cá ecuatia 


(—4»-—0 * .  — .- 241) 


- sra 


unde 2 este o valoare proprie a matricii A si 2 este uh vector n-dimen- 
siona] necunoscut, admite întotdeauna о: soluție v, nenulă. Această 
afirmație este adevărată in virtutea faptului că det(I4 — 4) = 
Vectorul::v se numeşte vectorul: теа al matricii А: ерше уа 
lorii proprii А. 


Й 


а) Cazul valorilor . proprii distincte. Fie z, às A valorile. proprii 
distincte ale matricii A: Dacă vu, vs, ..., u, sint vectorii proprii cores- 
punzátori valorilor proprii №, Аз, e Àp atunci vj Us, .., V, sint liniar 
independenţi între ei. Pentru a demonstra independenţa liniară a doi 
vectori oarecare v, şi vj, 7%], presupunem prin absurd că există două 

` constante scalare «#0 Şi % #0; astfel incit ^ —— ~ 


S040. + уйу = = = 0, d. р. | à A (512) 


“Aceasta” înseazană, că ч + ajv) = 0. Conform: definiţiei (5.11) 
mai putem scrie . 


$5 d «;4v; + 9; A7, == ИТУ + РЕ = 0,. is. a 13) 


Explicitind v, din (5.12) si înlocuindu-l in (5.13) se p i En 


— №) vs <= 0, к 5. ceca ce „este . e T 0, MEN 
și 9,60. ` 
În mod analog se poate demonstra că vectorii v Ap er um liniar 
; independenți i în totalitatea lor. & NM | 
.'Fie matricea | йере, dps T БУ 
= [vits +. . Un, х9", : NE (5. 14) 


E cárei HE sint oa propri si gatricii A. y se numește ma- 
ele matricii V: sint liniar - 


' tricea modală a matricii A. Tinata 
. independente, rezultă că det V 40,5 deci V este inversabilă. 
' Vom arăta cá сыа P n in (5. 10) se ` obține rezultatul 
căutat. | . 
Pentru aceasta să obse CN cá relaţiile "E WV . 


^ " +74 ` х" 


x "m О 825) 


. prin "care зе definesc (vectorii proprii ai matricii 4, se: pot scrie mai 
. simplu sub нк. formă „matriceală — . i 


OS ; | "ox 
т E E ie ua, e ude 
К: SR | » diag бо М, xe LA) | ; 0.617) 


. este. "AMD ences diagonală. a valorilor proprii. 
и! (5.16) la nes, cu V~ se obfine ; 


| pe учду, 939 0 v | (5.18) 
ке ci "rug 
Matricea ‘J, asemenea cu A, se numeşte forma canonică diagonală 
a matricii A. : \ 


` 


du 


Ao de E qa i=l, 2, ss 7, Cu ry qi = И, se баш. " vect 

,$—1 = 
proprii conform. definiției (5.1).. Dacă acest lucru este. posibil pentru 
toti àp i= 1, 2, 1.., 7, atunci există n vectori proprii liniar independent 
cu cáre se poate construi matricea modală V. Prin transformarea (5:18: 
se obtine forma canonicá diagonală a matricii A. Se poate arăta 
o astfel de situație apare în cazul matricilor reale simetrice cu va 
proprii multiple. : 

În cazul in care pentru un à; nu se pot Ше qi vectori 
atunci nu există o matrice diagonalizatoare P si matricea A n 
o formă canonică diagonală. Vom arăta cá in acest caz matric 
o formă canonică д, de „exemplu cu următoarea structürá : 


2 5 


её — ИЯ de liniile intrerupte stat? blocurile Jorda 
RRO Sire alorilor proprii м, i= 1,2,.5, r. Unei valori proprii: 
iuit i A t corespunde, in. general, » DL Jordan de ordine: 


ki S „рь cu 1< <ky< qa astfel incit bl ky = 4: 51 y qi 

noc! Par o 

p. cum se vede din (5.19) blocurilé Jaden. sint. plasate,pe dia 
:gonala principală a matricii J, restul elementelor fiind nule. 

| În esență, pentru determinarea formei canonice Jordan este nec 

sar ca, pentru valoarea proprie А; pentru care se pot determina di 

n и numai f$, < 9; vectorii proprii, să se determine un număr d 
— р; vectori рор! generalizați. i | 


(3 H * Р M 
РА 


tiplicitate ГА orice. vector P JER 
ат satisface ecuația - T 


Moisa, j 3:4, ; aM (5.0). 


este un vector propriu. conform definiţiei. (5.11). i 
i azul vectorilor d ge se poate arăta că există valori ko 
„care vectorii 1, v?, ..., v* sint liniar independenți : intre ei. 
Dacă peritru “valoarea proprie à, de miuultiplicitate q, se pot деѓег- cd 
torii proprii o, vi, ..., vj, cu 1«f«q, atunci, conform defi- — 
20), se pot determina pentru A.exact № grupuri de vecto ES IO- 9. 


га 


ег шар cu care se pot forma următoarele sisteme de „vectori: pi 


^ fol vt, aee; vh], {б Vb, ee oh); Den 0p, ee vi»), . E 
M 


ki H katue + ki = g Cu aceste sisteme de v iit Se: poate Ss 
o matrice V? “de. dimensiuni (n х4). , Procedind asemănător: 
о “toate valorile proprii M, i= 1, 2,..., Y, Se jn. matricile Vi 
“respectiv de dimensiuni (n X ф), A X ga), «(n x Ф), 
е formeazá matricea modalá 3 


; V -—[V, y?, E ol "o 1 (5. 21) 
Forma, canonică Jordan, a matricii se determină "tot cu. relația. ut v 
n- care. V are forma (5.21). Expiésia generală a matricii J este. ^ 


У= dag, TENER Jis. es Јав Р Jn b Je (5.22) 


_ AN A А 
[XU ох | a 
0 X 1420 " 
PE d ' 


LE i| (kmasg-tisge (2n 


i. 


al precizăm că A Jis -o 8 corespund valotii proprii A 
rile КЕ ig Jin согеѕрипа valorii proprii м $-а.ш. d. 


se SET face si fără аа matricii. le V. È acest scop 
determină cei mai mari'divizori comuni ai minorilor de ordinul &. 
= 1,2, ...,n ai matricii. caracteristice is — A. ‚Зе obține in acest. fe 
| șirul de Pom | | I эк ra 


d m. | A(s), As Д „Аа (à) DE 


Sirul de ойнаан (5.24) аге M proprietatea с că un polin 
` oarecare este divizibil pen. precedentul sáu. | 
;Polinoamele x : JM 
hx uus о K qe 
&(s) = ue. 2.45) = EXON ee M) = Ац») à 
| А, 1(5) - An-2(S) i Rd Р 


unde Ao(s) = т, se numesc factorii Байны ai matri „iar div 
' de forma (s — Ait, unde А; este о valoare proprie diet Aşi ki 
este puterea maximă a factorului (s — А.) în respectivul factor in 
riant, se' numesc divizorii ооа ai er peni Un anumit facto; 


mentar. de, forma үң — X)*« îi cor nde i in forma. canonică em 
un bloc Jordan de forma (5. 23) Рас cá i ky = 1 blocul © 23) : se reduc: 
la scalarul A. ; 


i SN : 
ig rl D. 
5.2.2, Exemple de йш a formei canonice diagonale: 
OM. 2 da 409 aep l4 Нав 
JS A i 
a) P. и: forma canonică diagonalá (Jordan) a matrici 
AN LUN са 
5% "S 1 1 3 - 
Ns oaza s ap 
2 38. 1-4 ; > 


тг caracteristică a “acestei matrici este. 


4 
B 


дв) = = det qi ap +a) 6- " e- 6) =0 


N са 


` EE: un. e duo 1 Е 


şi valorile. sale proprii sint evident P. = —2, № = 3, „э = m 
 Vectorii proprii se determină” ` după cum urmează. 


1 1 51го 7. Vu 
| 5 1 [о [=—2 [va [f 
3.1 1]{] . . ls d. 
Efectuind calculele i in ene: de mai sus se obține sistemul de ecuaţii no 
` omogene. | . Ж 
, Bva t+ Us + rm —0 
ЕЁ | Un + 708 t 013 = 0 p gis 
Bun + 0а d 35g = 0. x 
Se observă că a treia ecuaţie este identică cu prim ta urmare, 
în afară de soluţia banală vj = v4; = vıs = 0, care e ia în consi- 


derare deoarece vectorii proprii sînt, prin definiție i li, sistemul de 
mai sus admite o. simplă infinitate de soluții nenule; dependente între 


“ele. Se alege dintre aceste soluții vectorul propriu 


i А A. NE ар | 9 ps ; A fs 
Procedind analog pentru hs cie = 6. se determină: și următorii 
r ' doi vectori proprii V ' 
E. AUS 
AM1^2 rt 
N na КУ ^ s 
Us wv “—1.[* а= | 2 | 
„O 1 1 " 
© p 


А 
Se ome е modalá si se determiná i inversa ei 


С do X». ard d Wo 
i "a 0 —1 1 p E 3 P 
Ws rod 1} ER ce 


„Forma canonică diagonală, după cum ега de așteptat, este 


СЕЕ о 8 1 1 3]f 1. 11 200 
QJ——-— l2 2 2001 5 1 0 —1 -l 050] 
1 1 | | 


—1 1 1 


= 


006 


- se ps e.un. sistem incompatibil), conform ecuaţiei 


Ecuația caracteristică este. ы А 
A(s) = det (Is — А) = (= — 2)? = 0 


si valorile proprii sint evident. asc | 
Principial, eint posibile ürmátoarele: forme canonice Jordan 


i 2001[2:.001[2 10] Ss 
| 4o2op[o21p[o2 1 cv 
| o 0 2] lo o 2 002 S 

Vectorii proprii se deem după cum "— 
8 1 —1]1[ur 
02 0]||m |=2 
11 1]liv $ 


Efectuind calculele se obtine — sistem de ecuații omogene 
| vu + Uia qo | 
vu + qu 71s = 0. 


' Se observă că de ani нш este format dintr-o давон écuatie 
cu trei necunoscute. În E .de.solutia banală, acest sistem admite 
9 dublá infinitate de TU enule. Se aleg dintre acestea, vectorii proprii 


ZEE ET [1 
УФ E ъ={0[ ` 

| * 1 „Va | ; 
AL S i. aroe Ир coc 


тийген celui de E treilea vector se face uz de. definiţia 
| IE generalizat — relatia (5.20). Este ușor. de observat 
că nüma, genereazá un vector propriu generalizat (utilizînd v; în (5.20) 


+ 


3 1 ed U31 BE 
<- fo 2. offo |= o|42 
2 


E 1 1; d 238 


3. x " | " 

„Din aceasta se obține — 75 1 0 7 N 

E - AN "A v 

j | Va -+ Usa — Vas = 1, 
Ug] + Vaa — Vas = 1. 


^ Se alege ca vector propriu generalizat 


i К = 9" 
care este independent. de Pa , ME VE ; x . 


Matricea modali sù inversa ei sint » AO 
DP" "M S а | 
T :0 11 0 ; 1 М : А 3 x 
V = li 00 |, И-1. -i —1 61 | 2E 
Dod 0] Li gi MEME 
F orma canonicá Jordan. este... a ~ 


: то 1 0][3.1 s 2 ô 0] ` 
el 1 | d —1 | 1 M i | 0 0 0. н КИ 


4 


: Acest Térültat; provizii сја dupá де шн vectorilor v, $i Va; 
poate f fi obținut Şi prin, ste inarea divizorilor elementări ai i matricii A. 


Matricea caracterisţită -are forma · E oa A 
аб $ EFT. Tq 
Qua [9 sc 20]: 7.077 
uem. și D i E : ed si 25 : 
SS : și Я 
iar € diii mari divizată e comuni ai minorilor sata "M sint EAS (s)—-1; 


Fes = Ba — 2, A(s) = (s — 2)2. Factorii invarianţi au: ушеш &(s-— - 
= АУА) = (5 — 25 аә) = Ав) = $— 2, 6) AS 
e(5 = 1. Este :еуїйеп{ că divizorii elementari au отта: (s — 2), 
(s — 2). Ca urmare forma canonică , Jordan conţifie două - piu 
eum “nul de ordinul E Şi unul. „de ordinul 2. 


76 Н мл LIE 


> 


CS 5.2.5. Explicitarea matricii e^ 


N 


p 


Forma canonicá diagonală (Jordan) oferă posibilitatea deteriminăă 
elementelor matricii fundamentale X(i) = e4,.teR,. ` 
Vom arăta mai intii că pe baza relației (5, 18) putem scrie 


е 


e^t = y e? VA, teR,. 


'.. undeV esté matricea modală a imatricii di 
Într-adevăr, făcînd uz” de definiția (2. 2: şi de transformarea ( 


putem scrie | Я s 2 Pres j и 
` „%0 o 1 5 Й me 
е4! = Arik —(V1IV-y E = 

dae Eu ) 


M | | | К 


eripi! t 50s, «€, | 
Uo os 1 -WLVJVASVJVA GV уз 
es $075 TA k! АЦ J 
, j ; = PE Jive = y Ši ipo va y ee aa, 
FO саа 3 
> In coritinuare, tinind seama de(5 sii vom aráta că, "i 
i » = e = diag ел, Nm „еей, eint бөө ем), ев, 
întradevăr, procedind S monstri. relației x 26); putem s scrie 
i 2t © p D 
5 . „н eJ! к= £8 == — ae Un. "T" RE эл», Jui 
RAUM ‚. k=0 r p JEN 2 i 
E S КИ | 
| «NS e. е = $i ES ЖТ ( Be " Jes 
D 0 MEM L ME | 


is uo ^i — Jte) ac X iet pă Dem 


крл MOM is 
5 жау RU mu Д І де кө 5 rsj- | 
ý = 2. i и - diag. mu n d ien; ent: y у „erat js d 


` PC 


`“00°0........ "E > NON: 
10.00 ......- «4, quU M E 


de J, este un 1 bloc Jordan oarecare, de аана б Ё),. corespun- { 
tor. valorii proprii, A. e p 
Pentru demonstraţie pornim de la Gw că pentru orice bloc 
n putem scrie Р 


PE 


i J= nM, us ot (89) 


de Т este matricea unitate de dime iuni (kxk) și М este o matrice. . =. 
celeași dimensiuni, avînd toate vi mentele nule, cu exceptia celor 

tuate ре . codiagonala `ргїпсїра1й “adică pe o paralelă . la diagonala | 
араа, imediat la шеро), A sint egala cu 1. Se poate; arăta udr că 


0 ve 
O sk 


be M*3 = 


7 


о... — 


©...© 
©... 


E o | ii | a E 4 
M. M" —0, т>. so. цу 


сона, utilizînd: formula binomului lio Newton, putem DU 
LA е 


E ЕТ — me-y Dame "e 


mal om! * nmaa M ж a " v 


- y zs Ln + „CHAIM + n. + Caru + 


те) M 


М" i = I Mi ÎI E ш. 
T: j= Ту + БК + 
pa © 1 | 
ep ME LL — — —— — AL qna Ls 


(k — 1)! 2z 1 (m — kr 1)! 


pa 
GS + Mt se MET Jes, 
M LM zi 
Acest esnai. este identic cu membrul drept din (5. .28). Pe parcursu 
calculelor s-a, ținut seama de faptul cá (m у CER - (m )"m m(m— 


mn — n + (n = [m т). 
"ON S 
5.2.4. Sisteme dinamice continue in timp qu 


Este evident cá teoremele 7 si 2 de la` $5.1 rámin e 9 si in cazu 
sistemelor dinamice liniare continue si invariante. їй timp. Din rezul- 
tatele (5.3) sau (5.4) si (5.26) — (5.28) se trage со || cá stabilitate 
internă depinde numai de distribuția valorilor;ptoprii ale matricii А: 
"în planul. complex. Ca atare proprietățile stabilitate asimptotică, 
. de stabilitate sau de instabilitate ale sistemelor. dinamice liniare о 
riante si continue in timp, de forma AS е я 


žk = Ax, teni x € Rn, | E (8. 32); 


au caracter global. În. acest con a se pot enunfa următoarele două 
“teoreme, pentru care se va E emonstratie comună. | 


Teorema 5. Sistemul E (5. (5.32) este stabil dacă şi numai dacă 
toate valorile proprii alecjăatricii A au partea reală nepozitivă, iar cele 
cu partea reală ~ pomi unor blocuri Jordan de ordinul 1. 


| Teorem s ш dinamic. (5. 32) este asimptotic stabil dacă; E 
numai D. do vi E jeg proprii ale matricii A au partea reală negativă 
А v relaţiei (5.26), condițiile necesare si suficiente (5.3). 


si (s sind echivalente respectiv cu -e 
Ао з Це? «Ms, tER,, Qn 0), 
Sb y E d t А FEE СОО: 
pom cub lim |je"|| — 0, РА | E 2 


deoarece V si V-! sint. matrici constante. 


ЛТ Ms ен, (Ma > 0), 
4 = 1,2; эө 7, FE == 1, m e, Bi 


fe ge cud i 


imi] = 0, * . RS (5.86) | 


i-d pe cu Zet T ew i 


n Sfârşit, avînd în'vedere (5.28), teoremele 551 6 sint evidente. cis | 
‚ conditiile (5.35) au loc даса si numai dacă toaté.valorileoproprii | 
atricii A au partea reală nepozitivă, iar cele cu' partea; r Se nulă үү, 
corespund unor blocuri Jordan de ordinul 1 (în (5.28) "m | pentru... 
e ;in caz contrar, adică pentru Ё > 1, există ДЕ ealematri- 
5 8) care'sint nemărginite si deci (5. 35) nu poate^avea loc). De; —.- 

a,“ condiţiile (5.36) au loc dacă şi numai dati toate. valorile > 
ji ale. matricii A. au partea reală nega titi, E ux 


a d 
5. Sisteme dinamice discrete în timp” ‚ a 


4 | 
ster evident că teoremele 3 şi 4 тїйїп - valabile si in càzul siste- 
dinamice liniare discrete si i ient in timp, de forma | | 


si D = AR, keN em Сос (бат) ` 


_&®= A*,. zen. 50 78 7(5,8). 


n. » acest caz T echivalente ale . condiţiilor D 7) si (5.8) sint. 
т is NM e P, x р : 
Cs" FX Aris «M, meN, 2 m (5. S) 
| À Я | | 


lim П =0.' T LO NE = 649. 


"se poate face uz: de {ойт canonicá x diagonal (Jordan), res- 
„de (5.18), Ca si in.cazul precedent, se trage concluzia cá proprie- 
e.de stabilitate ale 'sistemului (5.37) depind numai de: distribuția: 
ilor proprii ale matricii A în planul complex şi că stabilitatea asimp- 
Ds sau овла sistemelor dinamice liniare discrete > 


"s кү. 


Vom 'erunja in continuare două . teoreme pentru, саге vo 
demonstraţie comună. 


Teorema 7. Sistemul dinamic (5. 37) este stabil dacă ў numai dac 
toate valorile proprii ale matricii A au modulul mai mic sau egal ,c 
unitatea, iar cele de modul unitar corespund unor blocuri Jordan йе 
ordinul 1. :.: 


Teorema 8. Sistemul dinamic (5.37) este asimptotic stabil dacă. 
numai dacă toate valorile propri ale matricii А ай modulul mai ini 
decit unitatea. ' | 

: D. Та virtutea relației (5. 18), condițiile necesare Б suficiente (6 
si (5. 40): sint echivalente respectiv.cu ^ .. 


| ‚солу М, meN, (Mi >0); 0c 
| üm ao - ^ SĂ ` 
deed V şi yi sint matrici constante. 


Tinind seama de (5. e rezultá cá (5. ahis 42) sint echivalent 
| respectiv cu 


AURI un тё p >0), 


i=l, 2 ct, 21,2, ..., Pi E | 
: ASI, 


și Pe С... 
a | "E Mv 
lim |J/üN-0.- ^ |. Po 
fü—o C (у "E ý К . \ 
0080s ят у, J= bbm Be s 
Avind ii in vede ге0593) si (5.29) — (5.31), teoremele 7 si 8 sint evidente, 
Într-adevăr) ile (5.43) au loc dacă si nùmai dacă toate valoril 
proprii atia atri ii A au modulul mai mic sau egal cu unitatea, iar cele 
ua ajtar corespund unor blocuri; Jordan de ordinul 1 (k = 
А tru А =-1; in caz.cóntrar, adică pentru k > 1, matri 
cea J^ JA = 1 s explicitarea (5.29), este nemárginitá pentru 


| жей еоагесе | | | mE "mn 
= (D М)" = П" +. CLAIM Сот М? +... + 
S "epu as E M" - = Р" + CAT 1M + CSV ?M? + ..: iu 


чє... nA Cg neca 1, | >k =, ү! 


e 


(5.43). 
шш; loc: dacá x numai. dacă toate valorile proprii ale matricii A 


f 


“A I —da Aa E 
ba —(b + c«, 


ntrucit problema stabilității sistemelor dinamice liniaré-continue 
âriante in timp este, in principiu, o problemă de оаа a 
árir valorilor: „proprii ale matricii A în planul cótüplex, rezultă 


nului caracteristic A(s). În cazul de față Й п 


* 


—ba du (b. с) а 
= 5% + ala «кф ae LS 
Deoarece Мм + de = —a(a а + 0+6) 


A) = das e [ ZU ae, А 


d'a 0 şi Aja = асо? > 0, rezultă, 
t este asimptotic, stabil. 


b). Pod rulant. Din + А (1.66) se constată єй 
: (y E 


(s) — det (Is — A) = 5488 + B). 


Este evident că si&temyl considerat nu este asimptotic. -stabil, deoa- 
тесе Ве № зза == 0. Pentrü а vedea dacá acest sistem este simplu stabil 


дап) a matricii A, cunoaşterea | numai а сапат valorilor proprii 
maifiind suficientă. 


ractic trebuie să se examineze mai intii чак) rádácinilor poli-, К 


елу ә < 0, ceea се înseamnă, e овогт teoremei 6, că sistemul consi- - 


linstabil este necesar să se determine forma canonică diagonală. 


divizorii.elementari s?, (s — VB), (s + j VB). Forma canonică Jordan 
a matricii A este i eus $us 


0 0 ET 


0^ E 
100 0. 0 
J= i ©, „реу $ > 
00 jB o 
oo 0 -WB 


- i D 


сееа ce iniseamná cá valorii proprii duble А = 0 ii corespunde un bl 
Jordan de ordinul 2. Teorema, 5 nu este satisfăcută Їп acest сао 
consecinfá sistemul considerat este instabil. 


c) Proces de reînnoire. a stocului pieselor de — ecuația 
intrare-stáre (1. 110) rezultă că 


` . [0.0 0 Mn 
[£0 0. 0.0, -— 
йе Ме == р 
A e si 
Lo o o Me 


pups calcule relativ : simple „ве m | 
(8) =. аё (Б — 4 Адо © 
; 77 А 
ceea се inseamná cá à = gh valoarea proprie de multiplicitate. s 
a matricii A. Conform i mei 8 sistemul considerat este: asimptotie 
stabil. | ; 
Р 49 7 i * Н 
К Ku 


6. El externá i B P y s 


в stabilităţii externe. 


Un sistem dinamic este suportul unui transfer cauzal intrare-ieşire. 
- În atare situație, pentru definirea stabilității unui sistem trebuie să se 
ţină seama de evoluţiile posibile ale intrării și ieșirii sistemului. Această, 
idee conduce în mod natural la conceptul de. stabilitate externă (intrare- 
ieșire). 


od prepondere 
tá sire mărginită (ІМЕМ). 


iniția 1. Sistemul dinamic (1.9), (1.10) sé numeşte stabil ІМЕМ ` ` 
ас pentru orice moment iniţial to е К, si pentru starea iniţială х(%)==0 
Á o constantă K >0, dependentá de to, astfel încît pentru orice 
“care satisface condiţia de märginire 


Het) < în da a РТ bait ИЕ T 
а; sistemului satisface „condiția de imărginire КУ Că 
Inu di M "ud Ni 


“мз, 


entr a puteai fi luate în. rien márimi “intrare mărginite . b 
malju) <L, >, unde 0 < L< --0o,.s6 face schimbarea · 
iabilă de intrare u(t) = #01, ‚; se оше! «1, heh adică 


e: de torma. (EL) oi 9 
e s 
{У 
| X " x 
T ә. is (© А z 
: аа externă a si&temelor dinamice: liniare, g 


| © 
! Sisteme variante in. ар 


AO. : RU c 

P cut la. 3.1.1. că ien. s sistemele dinamice loire continue si VE 

nte în timp,. tranz ia intrare-iesire se. explicitează, pentru stare 2 

itialá nulă; prin Wo usul de шше generalizat PX. et 
4 à; 


NS | к i лы 
S sA = 20, а) шут, i25 с (63у О“ 


2 uu cc clu 


> to, este matricea. Че răspuns la пире a sistemului. "S 


al. Sistemul dinamic (6.3) este stabil IMEM dacă i și numai . 
o constantă. M 0 astfel incit c 


б ах 


{ ве) ам, i829. 07 (6%. 


vto 


Li 


PET. ed фиш 7) ll de«M, 12820, 


sitátea. | | А i 


DD. Sujicienţa. Prin {род are loc (6. n Intrucit (В. 5 SEE 
„pe. baza ecuației (6: 3) putem. face evaluările i Qood e e 


P ete ч) 1 ае) |+) te Jide 


f. 


б 


A , 


ceea ce inseamná cá »(t) satisface condiția (6.2) cu K = M. 


Necesitatea. Se presupune prin absurd că (6.3) nu. este adevărat 
În consecință, „pentru orice K > 0 există un. ly > ho dependent Ф 
astfel incit . | LN | у 2 

Б ы * bab Pm 
га "T : con 


V мерак. T у 


Dacá se aplicá norma іп 6. 3) Жони t= ls, finiti seama de (6. 
si fácind uz de 1 normai >. 07 E. 


Eod V | » 
ни у= max ety, g 
©, о n | "a 
se ‘obține ЕТ ma | 
H У@)| ||. = maxa? (te) y(t) = iss v7 (£y) g(ty, т) u() а=. 
^ pei n оба) |= E 


Íntrucit u(t) satisface condiția е7 Lil vom alege astfel încît integrandul 
` din (6:6), care este un scalar atingă pentru fiecare т, cu to ST < tr; 
si (т) | =1, valoarea sium: În aceste condiții integrandul din 
(6. 6) este o normá P alí, astfel cá pem scrie 
вах пах v (s) ele uil) = Helte Il: 
К 1 Ate) =! JE | 


sid Pisae a acest rezultat și (6 3, din (6.6) obținem | 
Vio. 


1 QN. * | ^ fix 
| 5 Е ЕУ etei d> 


ceea ce înseamnă. că sistemul considerat este instabil IMEM, Aces 
rezultat este în cpntradie fie cu ipoteza, fapt, care demonstrează nece- 


ent că definiția 
cazu sistemelor dinamice lin Í 


dusul . de convolutie discrét sein 


эв Nan TILT ETE 


e et, i+ 1), А21 1, este matricea de răspuns, la duipuls- a siste- 

ui (v... 3.1.2). E 
n enunţ. adecvat al; teoremei, 1 peaux sistemul (6. 7) este эйгш, : 

Teorema 2. Sistemul dinamic’ (6. 7 cu D(h) mărginită î în n 


N! este stabil ІМЕМ dada şi numai dacă există o c ntă M —0- 
stel incit : she бё е т a. 


Sumo Y gab i4 js Te. 20s (68) 1 
x N | 
| S. à 
M А 
: | 


2.2. Sisteme invariante in timp. S e - 


| 
În cazul sistemielor 'dinamice liniăre invariante î în np ecuaţiile (6. 3) 
6. 2 au үрк „următoarele forme - 


MUR și RM 


| Sed i LAN. БОШ. = E : » 
e= ni D _ — 7,0) nn ат, "eR, . . (6.9) 
ntru sistemele сопе in timp (v. 3. 1. 3), m E "s 


E Tob Ne js | б. p 
| SS qu 20 —4—1, ui i) + Du), „ke, (6410) (7 


gstëmele discrete in timp (v. 3.1 4 
munt urile adaptate ale кокто 15 2. sint următoarele, 


н 3. Sistermil. dinamic (6.9) este stabil IMEM dacă. și numai 
lacă $5 rw Ae 


` » E» za Sia 


emo ate oo. 


: “Teorema 4. Sistemul dinamic . 
(6.10) este stabil ІМЕМ dacă si 
numai dacă . 


Кы (6, oe o 
. e (612) 


Avind. in vedere expresiile 
analitice ale matricilor de rás- . 
рап la impuls g(t, 0), ^ € R, (re- i 
latia (3.12)) si g(5,0), &eN. (relatia Fig. 1.19. Sistem stabil IMEM $ 
'(3.17)), este de așteptat ca între . intern. 
conceptele de stabilitate interná 
si de stabilitate externă să existe anumite: relaţii. Sub as к lor cele 
mai importante, aceste relaţii vor fi'examinate în detali iuda $6.4 pentru 
cazul sistemelor dinamice liniare invariante in timp, În Seele ce urmează 
ne vom ocupa de dependenţa relaţiei intrare-iesire d&rhatricile А, B și 


i | | xv 
Ф 
| 63. Controlabilitatea si ebservabilitáte stării 


by 


з= 
[| 
"e 


ыбы 


: E: conformitate cu (3.12) condiția (sim este ЖОЛА cu: 
if | ү IIC e^ B. a «ro, | А ens 
- й 0 А "m . | D $ 


ceea ce înseamnă că proprietăți le de stabilitate internă ale unui sistem 

-dinamic liniar continuu șicivariant in timp le determină pe cele de 

stabilitate externă. De exemplu dacă respectivul -sistem este asimptotic 

stabil atunci el este Şi stabil IMEM. Această afirmație se bazează pe faptul 

că dacă A Ме Pvalorile proprii cu partea realá negativă atunci 
combina gel 13) „ oricare аг fi norma matriceală utilizată, est 

combina; de exponénfiale care tind toate la zero atunci сїп 

: dd diste circumstanțe condiţia. (6.13) este evident satisfăcut 


а vom aráta imediat cu ajutorul unui exemplu, stabilitatea 
implică stabilitatea asimptotică, deoarece in această mp. 
ca "s 1 агуйд într-un mod specific și matricile B,C. +” 


6.3.1. Exemplu de sistem. stabil IMEM si instabil — 


= 


Pentru susținerea afirmației de. mai sus ѕе` consideră sistemul га 
cărui schemă bloc structurală este reprezentată in fig. 1.19. Relaţia 


і 


АМ) = еШ) + 4X) V (614). 


uu 


| AG) Ei t) = 6х.(8)), -à (615) 
| Р Ки Y()-  8Xi(s) — 2Xq5). аа aes pio | 

iRezolvind: sistemul de ecuaţii (6. 14), (6. al in raport cu Su) 8 AA 
$):se obtine | | RM N Une 

Х (5) m i en sí i (6.17) 

i А ; 1 Jo i А K М E © | - 
19 = —— U(s). e | EN (6118). | 
$ | 


ена acum ( (6. 17) E (6. 18) in (6. теам următoarea epuatie : os 
are ieşire i er ui МЕ. 
н | wc 


| 7 o. "3 (6.19) 


jellca d» 170820) 


proide răspunsul Ла. пир т NUM LM 


AN - © à : 
(у ` 0 А L< 0, E i 
| i e) i "uu da o (6.21) 
A ia | dE (ж ; 
&ütisface evident condiția (6. 1), сееа се inseamná cá sistemul - 
тай este stabil IMEM. "as "ns 


re-ieşire a e E 


Alegind ca variabile de stare márimile X \(5) si Xa(s), ecuatiile intrare-. 
еленге se obtin din а 14)— (6. 16). Eliminind. numitorii in (6. 14) 


ND 


$i (6. 15) si trecind la domeniul tir puli, « cu condiţiile inițiale C —0 
= Xy(— —0) = = 0; , din (6.14) — (6. 16), dupá calcule elementare, ечи 


ТЕНЕ 


D 


"uu доош кя 

Ecuația: caracteristică а sistemului este A 
^ \ 1 

A(s) = det (Is — 4) =$ — 130, ^ C оф 


"ale cărei rădăcini sint А =, E As = 1. Conform celor arătate RS 2.4 
este evident cá sistemul din fig. 1.19: este instabil intern. Ap stab 
litatea IMEM nu implică stabilitatea asimptotică, 

Această ,defectiune" este de naturá parametric-s Du sie 
poate fi explicată іп modul cel mai Борев. fácind urmă darea schimbare 
de variabile Че 5їаге _ 


\ 


a" J AN 
евр, 
= X5 "Xa ~ : 
Tg i pi 
unde | T S) i \ 
e ene ip 

` m 1$]. "s 2» 


sint matricea modală a с Pu —— inversa sa. 
Înlocuind (6.24) in (6.2 Sid şi ), sistemul: considerat se aduce la: 
forma sa canonică diagong (se. А aceastá denumire. deoarece. 


matricea + E = y= AV, = Aj este "diagonali). 


| DS e 
-- a AN AEN р —1 0° X ^ 1 
SF f | 


N dw (6.25) 

Ў „ў %2 l 0: | 1 : X | 0 И | | m à : 
УМ NS PEZ б Rope | 

д ' | i | = i У we E à | óf Xa | i Ы Б w e В | | (6.26) 


Se constatá că in forma sa canonică diagonală sistemul este coüstió 
tuit din douá subsisteme, caracterizate prin variabilele de stare X, 
. Si respctiv Xa, care sint total decuplate Între ele (în sensul cá X, nu: 
depinde de X, și X, nu depinde de *,). În plus subsistemul caracterizat 
prin % (si prin valoarea: рр Эа — 1) este decuplat atit în raport cu 


Li 


fs в 


LAN 


it. i cu eirea. Acest, fapt "explică „complet . „defecţi 
е PR iai sus. Ea este de natură parametric-structurală,. fiind: 
ată, pe, део parte, de perechea de matrici 4, B, respectiv de contro 
abilitatea stării si, pe de altă parte, de perechea t de matrici A, C, respec- 
IV! „de observabilitatea stării . sistemului.. 


$32. Contzolabilitaea stári Hen Е ЕСУ "S 


Definiţia 2. Un sistem dinamic { se numeşte de stare ambla controla- 
118 dacă există o comandă u(t), tell, 4] c R,, continuă pe WERS 
are transferă sistemul din orice stare inițială x(f), oricare aon e 
rice stare finală x(t.), oricare ar fi Һ € R,; finit; cu îi > 

Ín caz contrar sistemul dinamic se numește, “după. E de stare 
ar[ial: controlabilă sau, de stare necontrolabilă. | 

$ Pentru a putea caracteriza un. sistem dinamic Фаг continuu si 
ariant în timp în conformitate cu е om demonstra mai. 


ii. două rezultate pregătitoare. ' 
“Fie A o matrice (nxn) și fie |- у gu ow Bc 
A(s ) к= 5* с as" +... aet Sca (6.27) 
olinomul e ei caracteristic. T 


Коо, E 
| Lema 1 (їеогета Саўїеу-Напаййоп). C Órice matrice A verifică ecua- `` 
, matricealá 9? КЕТ | MOD 


© А" + au At Ф + ans + al = = 0. |. .(628) |. 
D. „Se. ştie. că. RO ` E | x A. 
Р; А ES A я | | "— | | 4 
E pt — A)- jls = A), (6.29) 
Y D" "E | 
QC ' Ta 


jUs— 4) — B,s*- 1 t Bs de s BE B, 15 + B, (6.30) 


m adjunctá a. matricii caracteristice 51 B, Bo ..., B, sint 
e constante de "dimensiuni (xxn). 


Din (6. 29) in care se inlocuiesc с 27) si (6. "nh după calcule elemen- 


\ 


(Bu 1+ Bg? +... + В, 1 Е В,) (Iş — 4) = . I" 
(sn P asl p a + 218 + as) I | (6.31) 


Efectuind calculele in (6.31) si identificind coeficienţii matticeali 
“după реше lui s se piine șirul ча egalitäți | 


E ашыны e. | 4682), 
ЕЕ qu | ] 
E je 
; А А — Ba . . = aul. LEE М, 
` În sfirşit, inmultind ‘ване е (6.32) là^dreapta, respectiv c acihatricile- 
А", A"1.., A, I şi adunind ЕСИНЕ membru cu: (membru se 
„obține (6.28). . 0 EM | К m 
‚ Lema 2, Pentru orice matrice A are loc. explicitarea 
Ы ; NU : | 
(у : 
| e = PL f) 4*, d ăi | (633 — 
„мү е; a 


unde f, (0), i- = 0, 1, ..., n—1, sint func е timp  deterrninabile, 


с D. Din. (6 28). rezultă m. ^ 
? TX P 59 Xj ү) "n 
&- WM a 
A? = h m š AF, | Ü © Р 
ge | Í 
ünde als x — ama k = оа“. „м 1. 
Apo (0 ou Е 
е" du к 
ж AA* А bi np я al uA, : 


(S 


uude $ ades şi ol, = ado. + Ж k= d, 2,. —-1. 


ES mina: în acest mod se obtine, 


4=0 | 


о i am Ese 1—0,1,2,.,.  .. (6.84) 


unde afs, А = - 0, 1, —1, 4 — 0, 1, 2, ^. Sint coeficienti determi- . 
nabili. E Gr | 


„e 


" (c p Е EN || а 


c. n—1 


AE 74 Ё, E + E Е ea. 


himbind indicele : de. up in. ultima sumă de mai sus: prin 
с 1 ш tinind : seama de ( 6.34) potem scrie ` : 


са m i 


E в—1 d. ЕК. TER 
et = ны Ж HA k нден — * P 
PS | | P Al. к kem eH : e ү P ^ = 
| | ni 1 "y 76 | , R At Ea e G Е" 
Cum + Е a- m hie 
m "Xa А Aera (n + x l X i E NA : ` К 
= ga By cL атн Y : à 
oN k! (н + 21. usd К 
ы guia d » d : | | ; 
А — 1f Y qe dE Es e 


rii unui Sta dinamic linia£"continuu şi invariant în timp, descris 
ifinătoarele ecuații’ intratesstare-iegire E 


gan Bu, teR,;: o: 5^ Sl (6.36) 
NE Cx + Du, i e (68) 
Ж eR? si 4, B. C si D sint matrici. constante de 


х 


ге = [В, АВ, А?В, .., AB], .^ + (6.38) ., 
„din, СТА АВ," k = 0,1, ..., п—1, „ȘI numită matricea- x 
antrolabilitate a sistemului (6.36), ips мт eS 


eorema 5 {Кандай}, Sistemul dinamic (6 36), з) este de stare 
omplet eontrolabula dacă şi numai dacă HR x 


' (6.39) 


“D. Se stie că (6.36) admite soluția ^^ 
КОТ 2e e40-19 (f) tol квир) de f. 


ta s P t 


+ 


i perie orice щй, i25, continuă pe porțiuni (v. 2.1 1.3): 67 


Fără . a reduce din generalitate vom . considera b = 0 şi 54) = 
În: aceste condiţii solu ja (6, us devine LEM | 


5. 
< ; 
- : " ` 

ta 


-0 = ett x(0) + \ . "m Bu(:) dr, i > 0. N 
mE . o oe І Е | n 


b, 


` 4 | . i, > 

- Ínmultind. cu e-4h la stinga n înlocuind e-^' cu (6. " 'relatia 
de. mai sus se obține ' | | 
ы А n=l : 
oz OS my fil — a) «t ат =. — КРА 
PR i îi f T "a ` ‚Ж | „> 
Examinind асдавій ecuaţie: se observă a poate fi exprimată: şi 
sub trmatoarea formă, 


f Е . 
* Я = 


К К sl ră { moe 75 y E . ` 
к i nm E z RES CUN | < 
WE Je = ) “б ) ds, k= 0,1,2, snt, | 


anl ara m- dimensionali; dyad de us тє -[o, Pi 


În conformitate cu definiția 2 este evident. acum cá proprietatea. de: 
controlabilitate completă a stării sistemului (6.36), (6:37) este echivalentă 
cu faptul, că еспара (6.41) „admite. a soluţie V(t), v(t), ..., v71(5) 
pentru orice x(0) e R”. Ecuația’ '(6.41), care in fond este un sistem de ж 
ecuații cu 7» necunoscute, admite o soluţie petru orice 2m) eR” dacă 
$i numai dacá шше (б. 39) esté satisfăcută: 


Definiția 3. "Un! sistem dinami se numeşte de stare complet obser- | 
ilă dacă vectorul de stare „al fi determinat complet peste orice: 
Ќегуа1 de timp finit [0,4] c К, şi 4, > bo, pe baza cunoaşterii complete 
ntrárii «(f si a ieșirii y(t) peste acelaşi interval finit. pos 
n caz contrar sistemul se numește, după caz, de stare Pagus obser- 
ilă sau de stare neobservabilă. | 


Fie matricea BER 


i rs -с очо. Tape d 
Ps CA - mE. 
exl ca. |; e. (642) 


P > н р == i : , | ЖУ 


IER e ea р У EN" 
Á 3 E Я ` 4 d ` ` Y } 2d 
formată din submatricile,CA*, k = 0, | eO — b ы numită matricea. 
„Observabihitate a sistemului (6.36), p 


Teorema 6 (Kalman). Sistemul ge (6. 36), ), (6.37). este de stare 
О орен: observabilá, dacá si i acá 


E Osm 7 . (643): 

AN | 

N : j 
Inlocuind. (6. (£40) P Soi ecuației (6.36), im (6.37) se obține 


. ^. y a ; 
"n eo Се atu) + С " estt- Bu ат +. 


KS PM E + Dult), t>to, s o% з (6.44) 


K e expresia trorisferulu intrare-iegire. al sistemului (6. 36), (6.37) 
entru o stare inițială oarecare. 


„Fără a reduce din generalitate vom costi dea: fo = 0 E u(t) == 0, 
e [0; 1]. în aceste сопа (6.44) devine 


Се“ 0) = (д), teo, ül we (6.45) 


duiscutad (6. 83) i in (6. b. se observă cá rezultatul 59, 45) poate fi^ 
pus sub forma 


: ? ZEE „CA | | » 
МОЛ Ља CA. [a(0) = уф), tejo în], > (6.46) 


În sfârșit, se derivează (6:46) in. raport cu і, succesiv de й—1 
calculindu-se de fiecare dată rezultatul pentru ¿= 0 паша зеа{йа 51 


Че (6.35). Se | obține astfel ezita (aul echivalent 2 d 
C que y cus 

. са s L| O. E 
e lanes s Te ó вал) 
C În 4 у"-0(0) d | 


Conform definiției 2 este evident . cá .prop xin de ise abilitate 
completă a stárii-sistemului (6.36), (6:37) echivalentă cu faptul că 
ecuaţia (6.47) admite o soluție x(0) orară fi membrul drept, vector 
np-dimensional. Ecuația (6.47), care în este un.sistem de n ecuații 
cu n necunoscute, admite o soluţie ani ar fi membrul drept, dacă 
și numai dacă condis 19) este, : isfăcută. " B 


" 3, 1. “Proprietăţi de men s 


„Ca si polinomul c ss al-unui sistem dinamic liniar DIN 
si invariant in dem roprietátile de controlabilitate şi de observabi- ; 
litate a stării acter intrinsec, respectiv sint invariante în raport 
cu Pet ile liniare nesingulare ale vectorului de stare. 


CE a Mer ifica afirmația de mai sus, fie transformarea | 
} 
E = Px, T (6.48) 


unde b. este o matrice constantá (nx n); cu det Р: 0. 
Înlocuind 6 48) in (6.36), (6.37) se'obtin ecuaţiile .- 


E = 47 + Bu; ieR, . (6449) 
ptr Du, 8 066.50) 


95 


e CP, D= Ф. 


om: arăta in cele ce urmeazá cá ' 


fo 


/ | | „ràng (= > rang ©. ` | B ' (6 52) 
într-adevăr, ţinind - seama de (6. 38Y'şi de (6. 51) putem scrie 
ang Ё = rang [B, AB; .., 4*1 Ву] = rang[PB, pap PRR: 
PAPA PAP- HE PA pt PES — rang [PB, PAB,. ia ema В] = 
= rang PIB, ZB, A*1B] - = eue. am 


In intregime analog et poate - -arăta că '. У m B 
| | rang = rang 6. d | (653) >> 


Un alt. exilia interesant in sine si util entrü safionameltele care с” 
‘urma este acela cá matricea de tranéfer a unui sistem dinamic de: 
orma (6.36), (6.37) este invariantă. (raport cu transformările nesin- 
lare ale stării. de forma. (6. ЕЎ. dar vom arăta că, -` 


E GG. i 0. s 654) 
într-adevăr, tinind se Ve. (3. (3.15) si (6:51) putem scrie succesiv: us 


19-0 с +5- CPIs — PAPA)A PB + 


EU cete aaa. СОА 
= ` | | г t ^ v : i p" ci 
15. Forma canonicá „Kalman 


Faptul că proprietăţile de controlabilitate a stării și dé observabi- . 
^а stării ru depind de:baza de vectori in R1 în care a fost exprimată 
zentarea intrare-stare-ieşire a unui sistem dinamic. liniar continuu. și 
invariant: în timp ne permite. să г сеет implicatiile acestor. proprietăţi | 


asüpra transferului iritare ieste al. respectivului sistem făcînd uz de 
o transformare adecvată a vectorului de stare. În acest sens s-a și pro- 
cedat in cazul exemplului de la 6.3.1. 

Din punctul de vedere al celor douá proprietăţi studiate, un sistem 
dinamic oarecare $ se poate descompune în patru subsisteme, și anume: · 
85? — de stare complet controlabilă si neobservabilá, 8% — de stare 
complet. controlabilă sí complet -observabilă, care cuprinde și cone- 
xiunea directă Du, $% — de stare necontrolabilă si neobservabilă și 

s% — de stare necontrolabilă și complet observabilă. 
. ‘În scopul determinării acestor patru subsisteme se folosește transfor- 
marea (6.48), cu P = V-!, unde Ў este matricea modală a "matricii A, 

prir care sistemul dinamic (6. 36), (6.37) se aduce la forma , Qe 
| Ж = X + УВ, ^3 te: 55) 
2 у= СУЎ + Du, x У (6.56): 


numită forma -canonică diagonală (Jordan J a sistemului (6. (6.36), (6. 37). 
.J este forma cànonicá diagonalá (Jordan) a matricii tv. 5.2.1). | 

Ecuațiile (6.55), '(6.56) au avantajul remarcabil. că, in cadrul lor, 
componentele vectorului canonic de stare % se pr redintă la gradul maxim. 
de decuplare reciprocă. Pentru punerea în evidență a celor r patru sub- 
sisteme se reordonează adecvat componentele vectorului X si se gru- 
peazá in patru subvectori х", Жее, Хде» CN corespunzători următoarei 
explicitări a reprezentării intrare-star ire. 


г | (Кы Ап Em Ada] xe | [BU] 
» | \ e ^| 
je 2 0 А5 M An E € А + В, (6.57) 
i| 0 WAS Аз Asa Toe GE 
ác о 20 0 Аа ll, хь 
E t E: Ta D y m | | 
AUS б. С | 
дб дб T ара c ges 
А9 0 Ca 0 cj = | + Du, (6.58) 
ж DLL ЕС | Ё 
АМУ”. NM ‚ «< „ай, E m 


| Кү a А em "nc 2л А | 
unde ps Asa etc., By Ba şi Ca, Ca sînt submatrici de dimensiuni adec- 
vate. Ecuațiile (6. 57), (6.58) reprezinta forma canonică Kalman a siste- 
mului (6.36), (6.37). l 

Transferul intrare-iesire este realizát numai de subsistemul de stare 
` complet controlabilá si de stare complet observabilă. Acest lucru poate 
fi demonstrat $i cu ADEM formei canonice Kalman. Vom calcula in 


D A 


kc a 7 p : "x | 9T 


ed 3 Gs) =. "EC xw E 


: Г 1,5 = Аһ s Ana | —Азз | —Au]p B] | 
d i 0 C 0... IaS— Aza : w ; — Aa | By + D, 
А 22 0. -0> Izs—A sa А — Ass Я 0 


de Tr, Ia; 13 :si I; sînt matricile unitate de ordine răi E : 


пуегѕа matricii caracteristice se calculează pe subm rici. şi este 
„matrice superior triunghiulară de submatrici. Ca щїШаге putem, 
[wh E с * e: ө E. e 
i а Au) zi Xn n Xis” qn oT. ] ^ n 
CÓ cir 0 - ma Ay! . RON Ў; Хы". В |р К 
O. d „Хз о 
0 ; 0 "t | (15— Ag)? 0 


хргеѕіі nu este necesar să fie caloilàte, după cum se. va vedea mai jos. 
f ctuind: calculele in мшш atie obfinem y! 


V, d | ) = Us - Es ыз 'В, +D. 2 | : 4650) 3 
A | rà К. E i T 
64. Stabilitatea Dew și stabilitatea asimptotică | p 


M 
> NA к 
6. 4, 14 БС dinamice liniare continue. și invariante in timp `. 


de A Xs etc. sint sübmatric У dimensiuni adecvate ale căror. mE 


dena 7. 7. "Dacă sistemul dinâmic (6. 30), (6.37) este кр Е 
1 abinci el este stabil ІМЕМ. ©} 


D ża. Văzut că sistemul dinamic (6.36), (6.37) este echivalent cu 
отта canonică. Kalman (6.57), (6. 58). Polinomul dui NEQNE 
e baza acestei forme, are expresia ` 


A(s) = = det (Las. - = 4ш) dod EE 68) eod — 4з) det(Iss = Ha 4) i 
| 2 (6.60) 


51 conform ipotezei toate rădăcinile sale sint situate in semiplanu 
Re s < 0. Aceasta înseamnă cá $1 Azz are toate valorile proprii in Acelaşi. 
semiplan. 

Pe de altă parte apicind tiansformarea i inversă Laplace relaţiei (6. 50) 
obținem | 


г ett, 0) = = Сека B, d рэр), eR rv (6.61) 


Este evident ‘сӣ glt; 0) satisface ` condiția (6. 11), ceea ce, conform 
teoremei 3, implică faptul că sistemul dinamic (6.36), (6.37) este stabil. 
IMEM. a ! i 

` Dacă se explicitează matricea inversă din (6. 59), matricea de con 
a sistemului dinamic (6. i © 37) аге forma N 


E 


T) 
Сай] (ls — An) E B, + D, К (6.62): 


I 


| ; n X 
in care — | i | 2 weg. о i ? e | 
A(s) = det (Iss — Дь). К | 6. 63) 
Elementele. matricii G(s) sint fractii rationale згө numitor comuni 
„este As(s).. De aici rezultă că polii funcţiei dë variabilă complexă G(s). 
„sînt chiar 'rădăcinile polinomului ^A;(s s). (Gomparînd polinomul carac-. 
` teristic (6.60) al sistemului (6.36), (6. cu numitorul comun (6.63): 
al matricii sale de transfer se trage egricluzia că mulțimea polilor sis- 
temului dinamic (6.36), (6. 37) este driclusă în mulțimea valorilor sale 
proprii. Cele două mulțimi coincid“ numai dacă sistemul respectiv este: 


de stare complet controlabilă si?de stare complet observabilă. Această, 
constatare ne duce la ur maree două rezultate. TEC : 


Teorema &  Sistemul dun (6. 36); (6. 37) este stabil IMEM dacă: 
si numai dacá a. po matricii sale de transfer sìnt situați în semi- 


planul Re s 
D. Sufi un Pentra matricea: de transfer (6. 62), conform teoremei 
deve A putem scrie in domeniul timpului | 
i " i : TR adu 
B E | m бк, М NE, pti- e + Dat), L eR,, (6.64) 
pi hes e dm j=l. СЕ Е 
x 


2 T | n 3 я NE NC 
` | STU Кү Е NY een). 23 | ИЕ 


i= і, ра фо 


a (ur 
= Az Ag 


- ~ i=l - 


eA, sint poli lui G(s); fiecare de multip citate e de cu Y qi 


Hind gradul polinomulüi Ay(s s. © ож : 
Intrücit Кел, <0, i= 1,..., 7, rezultă cà (6.11) este satisfăcută 
„conform teoremei 3, sistemul dinamic (6.36), (6. ud. este stabil IMEM. 


Vecesitatea. Se ştie că 


А . FOE e . E um 
СИ 
1, J0 i un 
Corespunzător acestei каш putem face urmátoarea evaluare: : 
E А №, | У pes 
б< i пе 0) pa, dur у 


entru 'Re s>0 are loc |e-*'| «1 şi, tinind seama T3 (6. (61), din 
ше шө obținem А | &Y 


D a 168901 V || ett, па све UU a 


E \ — 


EM acd rezultat G(s) este ce in semiplanül Re $20, - 
еа ce înseamnă cá toti poli matricii e penser G(s) sint к in. 


ezultatul ` cuprins in teorema PM in adai: faptul că stabili- '- ү 

tea IMEM a sistemului dinamic (6.36), (6.37) depinde de distribuţia — ' 

planul complex а zerour, ce (6.63). Polinomul А, (з), 

“care este numitorul comi Mood elementelor -matricii de transfer G(s), 

“numeşte polinomul polilor sistemului (6.36), (6.37). . 

Să observăm cá aniăjuns la polinomul polilor A;(s) Pplecînd de la 

Teprezentarea E bien a sistemului. Dacă un sistem este 
е ut ra aza matricii sale de transfer atunci determinarea 

{Ө este posibilá pe mai multe cái. І 

iminarea. formei Smith-Mc Millan а matricii G(s), [12]. + 


n Ptermiarea unei realizári minimale (4; В, C, D) а matri- 
E] )). n» . 


239 Prin determinarea tuturor. (adică de іа ordinele) minorilor. | 
nuli ài lui G(s). În acest caz polinomul polilor este cel mai mic mul- ;; 
di al ташына, керс. minori, а iu 


\ 


Sinusoidal va fi abordată 'în cadrul metodei frecventiale (v. II.5.2). 


f 


- 


D. Cónform ipotezelor teoremei, mulţimea valorilor. proprii ale si 
temului dinamic (6.36), (6.37) coincide cu mulțimea polilor funcţiei sale: 
de transfer. În baza teoremei 8 toti polii; respectiv toate valorile proprii - 
ale sistemului, sint situate în semiplanul Re s < 0. Ca urmare, sistemul + 
dinamic (6.36), (6.37) este asimptotic stabil. B 

Rezultatul precedent este o reciprocă a teoremei 7. Fără a mai fi. 
necesare demonstraţii . mai putem enunta ` si următoarele reciproce ale 
` teoremei 7.. 

Teorema 10. Dacá sistemul dinamic (6.36), (6.37) este stabil ІМЕМ. 

atunci partea sa de stare ub controlabilă $i de stare complet obser- 

vabilá este asimptotic stabilă.. ^ : « | | 9 ` 
Mn N 


Teorema 11. Dacă sistemul dnami (6. 36), (6.37) este stab ibIMEM - 
„şi părțile sale de stare necontrolabilá. şi/sau de -stare E E 


sint asimptotic stabile atunci. sistemul considerat este asi tic stabil 
3 


6. 4.2. Testarea stabilităţii 'IMEM i Ж P . 
Gradul de stabilitate. ^^ ` > "S 
| Modul in care a fost definită stabilitate aa IMEM permite indus 
experimentală relativ simplă a proprietăţii БА de stabilitate externá 
ale sistemelor dinamice. În acest context problemă. de natură teoretică; 
"foarte importantă, este aceea a alegerii«fipului de mărime de intrare prin 
care urmează să se testeze stabilitate externă. ` 
- În mod obişnuit se folosesc seninalul. treaptá (functia lui Heaviside) 
si semnalul sinusoidal. Vom aráta in.continuare in ce másurá testarea 
cu semnalul treaptă oferă infoftinatii nuanțate asupra stabilității externe 
(sau interne în. condițiile tzoYemelor 9, 70 și 11). Testarea cu semnalul: ! 


Dacă ша, de. „intrare a sistemului (6.36), (6.37) este 


i i s MS Pro, o (6.66) 
unde | A NUN _ | : | | 
N MY e TTE 0, t <Ô, E í TM | 
s ! «o2 PNE 


7 4 


l E hi . ы 2 > „ ^ $ К [ 
este funcţia treaptă unitară, atunci răspunsul sisteniului, in transfor- ' 
Я £ 4 A i ] 


TUNE X ef L . 
mate Laplace, tinind seama cá &{0(2)} = —» are forma 
e. - ` | Ў | S. А " 


Y) = H() [1 1.1], 2000s 5 (668) 


ire s-a. notat: ut : 


Pm MR e duci 
БО DE мд) () D ga {Н (5)} se némegte matricea indicială 


sistemului -dinamic (6.36), (6.37). 
Conform teoremei integrării LAN (v. anexa A), relaţiei (6 69) 
di | corespunde in domeniul timpului următoarea ; relatie 


| E : | | 
О Cato asas. en. sU o (&0). 
No deest een ^ ML 0 зз. s qe 
Teorema 12. Sistemul dinamic (6. 36), (6.37) este sa IMEM 
dacă şi numai dacă lim h(t) existá si este finită. NS | 
1-5 00 : A 

E AV 
2D. тања seama. de (6. 64) si (6. 70) .este evident ЁЗ pentru T ; 
btinem: Ж) > h, unde А este o matrice cu eleménté constante, dacă ,' 


numai dacă Re w< 0, i = 1, 2, ..., 7, respecti&/ dacá si numai dacă 
istemul considerat, conform, teoremei 8) este, gtabil IMEM. 4 B 


În conformitate cu teorema 12 rezultă cățdatricea indicială poate fi 
tilizată, în. cazul unui sistem stabil ІМЕМ; entru aprecierea, apropierii 
istemului (6.36), (6.37) de аа рн ІМЕМ, respectiv 
calităților sale de stabilitate IME ceastá apreciere se face pe baza 
baterilor pe care le prezintă elen faic matricii indiciale bd față de. 
lementele ` matricii i; G í 


' б ac P - (6771) 


УУ 8 şi de relaţiile (6. 64) şi (6. 70) rezultă c&, 
uae abaterile elementelor matricii A(t) in 
тїсї № vor fi.cu atit mai mari, respectiv gradul 
va fi mai redus, cu cit polii matricii de transfer G(s), 
ul Re s:< 0, vor fi mai apropiați de axa imaginară 


[E 


Tinind seama de M^ 
din punct de vec d 
aport» cu cele ale 
de stabilitate IM 
ituati în m 
Ке s = 
| ыз acumulată în donandi —— sistemelor dutomate 

că asigurarea stabilității IMEM nu este suficientă. În mod obișnuit 
i ă se asigure prin proiectare o anumită rezervă de stabilitate IM EM, 
тё Sue o anumită distanță minimá ami à. polilor matricii de transfer - 
с față de axa imaginară, a planului complex. Această inásurá, pe lingă 
faptul că asigură o “comportare corespunzătoare. a sistemului, previne 
pierderea stabilității datorită: . : 


— variației parametrilor sub influență factorilor de médid : sau à. 
'îmbătrinirii înaterialelor ; 


d y i ` i 


- 


ш 


: stabil ІМЕМ, în: condiţiile i in care parametrii şi/sau structura sa se modi- + 


: pr ор 


| LR anexa A). Ín conformitate cu 15 69) si (6. 72) putem scrie - 


rilor F parametrilor pe care se bazează: proiectarea ; | | 

. —liniarizárii neliniarităților ; "oes 
— tolerantelor . elementelor constructive ale ЕЕ Teal 
Gradul de stabilitate IMEM este prin definiție distanța « dintre axa 
imaginară a planului complex si polul . lii G(s) cel mai apropiat de ea. 
„Evident, prin proiectare trebuie să se asigure са a > mia: 
Proprietătea unui sistem dinamic de a rămine asimptotic stabil sau 


X 


ficá (sau sint incerte) între anumite limite admisibile, se numeşte 
stabilitate structurală (internă său externă); Ф: 


Ín general, proprietatea unui sistem dinamic de a-şi conservă ntre 
limite precizate. sau precizabile; o anumită calitate, bine defihitá (de 
exemplu .||h(7) — ha(t)]|Ze(?), teR, unde e(t) ` este e rea ~ admisă, 
a lui &(7) în raport cu matricea indicială /.(2)), in condiţii care para: .: 
metrii și/sau structura sa. se modifică, (sau sint ice Mitre anumite 
limite, se numește pa DE кош m 

bows a [ АЕ 2 ў 
m | S. 

6.4. 3, Corelatia dintre ċalitatea răspunsului indicia 

с! gradul de stabilitate S | 


Pentru digplificarea expunerii C considera in-continüare un: 
sistem dinamic liniar, continuu МА ariant in Bue cu o intrare $i o: 
ieșire, descris. de. iunea de зан ег 


SM 


р к Cu II (s — 8) 
| 00 10 ey E к= „m <a, | 
sa m. ez a 


ЭТЕ «cadi у si B; sint zac lui G(s ), iar. K este un factor de: 

E Se presupune că a4, t= 1, s M, Pj uml, т. 
- Vomydetermina răspunsul indicial al acestui sistem în ipoteza că! 
a, sint distincti, cu Rea; < 0, si 8,0, utilizînd teorema Sos 


Е. 
=4 + Y Arent, еВ, 


: k=1 


А-а О) = ir 61 (- jeg бы Bin, 674 : 


Qa... Sn 
| 1 П (a — 8) 4 
As = (5 — a) (8) | = К ' — (6.75) 
Y^ * USE П (~ — о), m : 
Nc P | В | Көр у a | 
pow | E TN i M 


Din analiza relatiilor (6.73) — (6.75) rezultă că abaterile; ui h(i) în i 
"raport cu й = Ao nu depind numai de distribuția polilor apei și de dis- . 
buţia: zerourilor B, în planul complex. Р NN 

Caracterizarea calității răspunsului indicial se f S uzual pe Бата. 
1 ` sistemului. Sint 


: 'oscilatoriu amor- 


osibile două evoluţii tipice ale răspunsului indigial: 

tizat si aperiodic: ON 
Răspunsul indicial oscilatoriu amortizat s eiiracterizeazá, din punctul 

vedere al gradului de stabilitate, prin utinátori indicatori: 

2 — suprareglarea, definitá prin. o А 


E m o = ы. | (6.76) 

zt ^ ae h NE ы e 

— durata regimului tranz Pu і,, care este шай. рїпа cind A(t) 

trá definitiv in zona de, 5%; a valorii staționare A, adică are loc 
diia h«h()«105h, б>.  " ^ , (6.77) 


Ripuni indicaba eg se caracterizează, numai prin durata 

gimului tranzitót h.c 

:de asteptat, la realizarea anumitor performanțe ale 

.72), în conformitate cu (6.73)—(6.75), contribuie toti polii. * 

rile lui G(s), respectiva contribuţie dépinzind de poziţia 

complex. Se trage in mod firesc concluzia că in general rela- | 
int calitatea răspunsului indicial si gradul de stabilitate nu este , 

implă, ea putind fi puternic influenţată de "zerourile sistemului. 

“În numeroase cazuri este posibilă: împărțirea polilor în două grupe: 

= o grupă a polilor situaţi relativ aproape de originea planului com- .. 

plex, ‘poli pe care îi vom nota cu «p, si ы 

= о grupă a: polilor оу, cu Re a< Re ap 51 unde ГА este. un pol 

„oarecare din prima grupá. 


Рош. a, $ se numesc folii ний, iar polii « a, se numesc c polii inde: 
póértaji ai sistemului. 
| Influenţa unui pol îndepărtat asupra răspunsului indicial este: dé 
. douá feluri. Pe de o parte in A(f), relația (6.73), există termeni de forma 


A, e*', Cum Rea,«Re ор, rezultă că termenii respectivi tind rapid 
la zero pentru 1 — оо și ca atare pot fi neglijati. Pe de altá parte un po 
îndepărtat a, influențează termenii din A(!) corespunzători polilor domi: 


nanfi, deoarece a, apare inexpresia lui 4,. Pentru & = da in (6.75) 
există factorii |а, [оу — 1|a1. $1 in acest caz contribuţia i în А) a E 
lor indepártati este neglijabilă. 
. Același lucru se | poate afirma si despre ` contribuţia vini inde 
. pártate. кы P 
Aplicatiile in care se pot pune în evidență configurație finante ale 
polilor si zerourilor sînt frecvente. Dintre acestea, повара ntru sistemele 
automate este situația în care funcţia de transfer а Sie 
terizează printr-o pereche de poli dominanți. În ажа de cazuri funcţia 
de transfer (6. 12). poate fi „aproximată Pais, P 
M 
o 


E А я ko Kol М 

р : А : G(s) а А 2 : . { 

е5 М 5 + ag $ + oh ; "mom 

unde a, = ex(— е + у 9 pm рее: кайга de. poli dominanti,- 

4 — pulsatia пша; аш. de amortizare si K: — factorul. 
de amplificare. 


Răspunsul indicia ачен (6.78) are diona formă 


Brapa ai 
| $ e Boat. 
x[i vipo ae re = 1£4- 


M aga E Ty М ОХ 


am 
[ишинин 


` Lr MI 


Fig. 1.20. Dependenţa aa şi а duratei“ -adimensionale 
а , regimului tranzitoriu „de factorul de amortizare. 


UM ! В 7 EN 


In acest caz intre indicat performanţelor o si d ȘI ТЕЕ poli- 
1,2 „există relații < ә. ‚ Intr- adevăr, din (6. 79) se a 
i ^ K? a E | " à " 
Cd Кү; Mas = ка +e Do ost<1, . (6.80) 
М A E m i 
eee Oster, (68) — 


ird ratie este eptezentat. in fig. 1.20. 
Rezolvarea pe cale anâlitică, din шсш de vedere'al necunoscutei ts, 


ția'ei numerică pentru valori uzuale ale lui € este reprezentatà grafic 
ig. 1.20. 

Din examinarea curbelor din fig. І 20, ѕе trage concluzia cá, in. funcție ч: 
etformantele dorite, polii dominanti ai sistemului trebuie să aibă ^ 


o anumită localizare în planul complex. De exemplu. реп ü realiz 


| general. 


duratei minime a regimului tranzitoriu, in кшш in саге w= 
stant, este. necesar cà t= 0,707. : 


.Din problematica abordatá in cadrul acestui paragraf rezultă 
realizarea prin proiectare a unéi anumite rezerve de stabilitate (printr-ui 
anumit grad de stabilitate), a anumitor performante (prin anumite 
figuratii poli-zerouri), a unei anumite robüsteti (printr-o depend 
slabá:a proprietátilor de stabilitate sau a calităţilor, răspunsului indicia 
de modificările sau de incertitudinile . parametrice și/sau structur; 
admisibile) -sìnt de о mare importanță practică. Ca urmare, aspect 
esențiale legate de rezerva de stabilitate si de stabilitatea structuür: 
vor fi abordate în mod specific și cu Е ТЕРЕНЕ Ы unor ici d 
analiză a stabilității. | | лз 


ta 


6.4.4. Sisteme dinamice liniare discrete si invazi ies 
in timp p ^ & : 


Analiza întreprinsă la. $ 6.3 pentru Sistemglé dinamice liniare « 
tinue și invariante în timp poate fi realizatá; mutatis. mutandis, şi: 
cazul sistemelor dinamice liniare discrete siinvariante i în timp, deoarec 
definițiile controlabilității stării $i a pena stării au caracte 


Fie un sistem dinamic liniar cds şi inváriant in 1 timp, descris ‘d 
ecuaţiile Р 


n ape nalis ) + Bu).. вем, 


ЕУР © gO ca) + риф), | 
unde x e R^, u ` E RGY e R” si A, B, C 5 D sint. matrici constante: 


dimensiuni. atieci à X | 
Fie mittici > T XM PEE i tos 
К) х C .6-=1В,4В, AB. AB) 
Я N | AȘ ta В » "E ^ m 2 
oy m . Tc j 
+ | à CA?, , 
e 


Vom. dà in alinare principalele телда referitoare la. relația 
stabilitatea IMEM și stabilitatea asimptotică, omitind demon- 
tiile aferente. Aceste demonstrații urmează căile utilizate anterior 
zul. sistemelor Pane liniare continue da invariante in timp. 


ntrolabilà dacă și numai dacă d г | NM 
É rang © = s. | р . (6.86) 


Teorema 14. Sistemul dinamic (6. 82),. (6. 83) este de, stare copie 
rvabilă dacă . şi numai dacă 


SE е : | rangOc-m. С. Fu (6.87) . 
orema 15. Dacă sistemul dinamic (6.: 82), ) (6. Z le asimptotic 
pil atunci el este stabil ІМЕМ. |, 


- [i 


Геогета' 16.. Sistemul dinamic (6.82), ; (6. 83 dita stabil IMEM a 
mai dacă toti polii matricii sale de tran " (v. 3.1 -4) au modulul 
mic decit unitatea. | A 


[eorema 17. Dacă Siteul фаш ы ), (6. вз este de m com- 
„controlabilă, de -stare complet $ ervabilă și stabil IMEM atunci 
e asimptotic stabil; | P 5” EL 


Геогета 18. Dacá siste a amic (6. 82), (6 83) este stabil IMEM ` 
ci partea sa de stare complet controlabilá si de stare: complet, obser- | 
ША este asimptotic NS а. : 


eorema 19. Dac Ag sternul dinamis, (6.82), (6. 83) este stabil IMEM 
rtile sale, dă ie necontrolabilă şi/sau de stare neobservabilá sint 
mptotic as М atunci sistemu! considerat este. asimptotic stabil. 

-Matri icială a sistemului (6. 82), (6.83) se' "definește, cà şi în cazul 
Saee liniare continue si invariante în 'timp, ca fiind rás-. 
la tnárimea de intrare ... > | j 


DEAL 08, вем ©. (6.88) | 
condiţii iniţiale nule. Înlocuind (6.88) în (3.18) şi йай seamă de 
D răspunsul sistemului (6.82), (6.83) are expresia v 
y() = h(k) 111... 1, ем, 5 . (6.89) uw 


"| unde 


i бою з 
(Mk) = у САВ +D, keN. · 


1=0 


„Definiția 5. Matricea h(k), еМ, se numește matricea indicialá 
sistemului dinamic. (6.82), (6.83). E 
“Teorema 20, Sistemul dinamic (6.82), (6.83) 
și numai dacă lim A(k) există si este finită. 


k> ы РЕЯ ` 


„este stabil ІМЕМ 4 


- Si în cazul sistemelor dinamice liniare discrete și invariante intim] 
se poate pune in evidență o legătură Între calitatea răspunsului indiciă 
şi localizarea polilor in interiorul.cercului de rază unitate [К2): 
polii apropiați de cercul de rază unitate, dar situaţi în inis 
determiná ráspunsuri indiciale slab amortizate. Prin mulogie cu noti 
unile introduse là 6.4.2 se pot defini și aici gradul de stabilitate IME 
și rezerva de stabilitate ІМЕМ ca fiind distanţa polilor celor mai ар 
piàti și respectiv distanța minimă admisă a polilor în. raport cu сеге 
de rază unitate. Pentru ca un sistem să posede. о anumită rezervă: d 
stabilitate «,,,, cu 0 < «44, < 1, trebuie ca toti polii săi să fie situat 
în interiorul cercului de rază 1 — in: v zd 


се "à M su 
6.4.5. Sisteme dinamice liniare qéliante în timp | 


TE i КАР \ d Ls : ] 
` Desi уагіапа in timp atrage după sine o creștere a complexită 
' problematicii stabilităţii, с е necesită și o nuanfare corespunzátoa 
a noțiunilor din sfera st átii interne și stabilităţii externe, relati 
` dintre stabilitatea asimptotică si stabilitatea ІМЕМ, în contextul deter. 
. minant al liniaritátii, rămîne, mutatis mutandis, în același cadru contură 
în cazul sistemelor di amice liniare invariante în timp. În ceea ce pri 
veste condițiile э баге și suficiente de completă controlabilitate a stări 
și respectiv 'de,6ompletă observabilitate a stării, se constată că ele 5 
“bazeazăpe сеа de tranziţie a sistemului [K1].si, ca atare, nu ofer. 
posibilitate unei abordări nemijlocit parametrice decit în anumit 
ca iculare. 7 : 
x gu ME 
6.4.6. Aplicaţie: acordarea regulatoarelor · 
-` după criteriul modulului x 


Vom examina în cele ce urmează unele consecințe ale acordării regu 
latoarelor, din cadrul sistemelor automate, pe baza criteriului modulu 
lui, [C1]. E m el ex S ons 


3 
ја de tránsfer а “regulatorului si 


ы —— ER 


ius r я 4, А 
а : II (Tis 1) IET pS 1). 4 SV n | i 
Pad. a k=1 CH "TL а оты 
nctía de. transfer a instalaţiei a tout е. [ifs fixată a sis- 
ui automat).] În (6.91) K, este factorul de amplificare, Ty, 
2,:..,;n, sint constantele de timp importante (de valori 
1 T4,1-—1,2,.5, sint asa-numitele constante de timp parazite . 
“care se numără, ‚ de exemplu în cazul automatizárii M n 
ice,^constantelé de timp ale filtrelor de netezire тҮ e de tra-: 
v 


re, timpul mort al redresoarelor coana te ete are satisfac 
litatea | DH MEE 


n 


E^ a dex, îi < min d v а Ре i 
AM Жо Sa "3 nA TS 
Б . К. ' К E 

dnte de timp Банин sint princ P necompensabile, in ses 
compensarea constantei de timp nui filtru de netezire,cu func- І 


е transer Rx printr-o cgiăponenta de tipul Т, s+ 1 in EBU 


8- ar anula efectul de Etera ecesar din punct de vedere: functional. 
ub: ipoteza (6.92) se 99 ite aproximarea EE 


x 
| 


Es ; "UE 


Mu Tas DT 20 0s (693) 
\ o S^ i-1 6 o7 | EE" 
> w. | Á | І 
. М А 4 t ZEE. * А 
= у D» е | g (6.94) 
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n aceste condiţii funcţia de transfer (& 91) se aproximează prin : ~o 


- (6:95) 


Fig. 1.21. Pentru evidențierea unei consecințe a acordării 
regulatoarelor după сенщ modulului. ` 


i Confort critériului modulului, funcţia de transfer a regulador 
este de forma ` ` ; £s ud 


© Ж," ы bo 2, ne a, ` Um GT, | 


Funcția: dé transfer a sistemului închis, E ons аана bloc „di 
fig. 1.21, are expresia ` ` . e | + е 


ga A | 
> Gy) = `. `бы($) e a өв , 

И "un 1 + Gals A RA E 
dade wa = 1] 42 To ue [3 98) cu (6. 78): rezultă cá pentru! s 
mul automat s-a obtinüt 00,707, iar din fig. I.20-rezultá 9% = 

“şi, respectiv f, = 4, Г Ta. asta înseamnă са prin (6.96), (6.97) Ser 

lizeazá un sistem ш stabil IMEM si, mai mult, sistemul cor 
derat аге пп ráspuns, indicial т din pu de vedere al dura 
ш! A ens ortu. . * 

Ín n stui subcapitol trebuie så. remarcăm faptul că regi 
latorul ( ees опа Ше (6.97) de acordare а parametrilor” săi conform: 
criteriul lului fac ca o parte a sistemului să devină necontrolab 
Explică i mt în aceea cá.in funcţia. de transfer a sistemului desc 


66) = Ga(5) С(5), 


Pi seama de (6. 95)— (6. 97), se produc o serie de simplificări în 
“binoamele de forma uS + 1 și T,s 4-1, astfel cá in final se obţine 


xpli 
că în “transferul intrare-iesire .98) 'constantele de timp impor- 
Tei: Е = 1,2,..,, nu mai au nici о. influență.” 2 7 
entru a justifica afirmațiile de. mai sus vom considera : sistemul 
mat din: fig. 1:21, cu (6.95) —(6.97) si n = 1. Cu variabile de stare: 
),. Xa(s) si Ху») did scrie urmátoarele ecuaţii 


R= LIUG) — YE me A aa (6.101) 


Ху) = S Saw = Yen}, | (quon 


| "am (6.103) - 
= Vis Хз}. 5° (бе. (6204) 


еа (6: 104) i in (6.101) şi(6. 102), si trecînd la: ӧцепіш. timpului, 
nditiile iniţiale x,(—0) = %(—0) = xs(—0) zW obținem 


Xi 0 
, K, . 
Xa |= T u, (6.105) 
1 
: | Й i 
Xs 
' (6.106) ' 
uU. | 
{ 
6 $Ontrolabilitate a acestui sisient are forma. 
AL "0 Km, | 
e y TT 


(6.107) 


md 


şi 


diga a tii e = JR Е J (6.108) 
еттт, ААТ 


Pentru т; = T; rezultă det e-—0 si rang € = 2, „ceea ce înseamnă 
că sistemul este de stare partial controlabilă. Aducind sistemul (6. 105), 
(6.106), cu т; = Ту, la forma canonică diagonală, se poate vedea că partea 
necontrolabilă a sistemului corespunde valorii proprii № = — Т. . 
Acest fapt explică de ce subsistemul caracterizat prin valoarea: proprie M: 


-nu participă la transferul intrare-iegire și clarifică totodată “modai. ; 


de naturá'structural-parametricá ale aplicării. criteriului mody 
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| slstemalor ` 
automate, liniare 


pu D E " Mt 


BTE. ag 


PES 


M 
їп cadrul'acestui capitol se vor expune principalele aetode « de analiză . .. 
stabilității MIL sia stabilității: EMEN A in сав stemelor auto- CN 
mate liniare. . ; 


Mare parte din acae metode aparţin, teri Мавісе a stabilităţii 
e s-au “aplicat cu succes în analiza şi, sinteza sistemelor automate. 
are constante monovariabile (sisteme cu oqmárime prescrisă, o pertur- 
ie 51 o mărime reglată) incá din per RS incipientă а automaticii. | 


Dupá cum se va vedea pe рас estui capitol, aplicarea meto- 
or expuse nu este limitată numai а Eod automate monovaria-  - 
ile. Ele se pot aplica cu succes, in mite situații, şi în cazul sistemelor , ` 
omate multivariabile ( ша mai multe intrári, mai multe i ieșiri 

ai multe bucle de reacție). omplexitatea acestor sisteme a impus 
să” elăborarea în. ultimele Ch a decenii. a unor metode :specifice de · 
aliză a stabilității, caror. fa face Ы capitolului INS 


E А E i Aici | s 3 А ta y Au PE 
1.- NL TW. Шы d 20 + 
І si QS | | \ 
'categorie de: ichs: se aplică sistemelor, dinamice liniare 
şi se bazează. pe utilizarea golinomului . carácteristic — in 
SURE asini ptotice (v. teoremele. 6 si 8 de la 1.5), sau pe utili- 
rea polinomului polilor — in cazul stabilității ІМЕМ (v. teoremele .8 
76 de la 1.6). $ . pos 
Ín acest context problema. stabilităţii (asimptotice . sau: IMEM) 


e incadreazá in aceea mai generală a repartiției : zerourilor unui polinom 
planul complex. 


О posibilitate. de analiză directă a stabilităţii asimptotice sau. 
celei ІМЕМ 'constă în determinarea numerică a zerourilor polinomului. 
catacteristic sau ale, polinomului polilor [D 1, 2], [S1], [V 1], [W 1,2]. 


Pe aceastá bazá se pot face aprecieri corespunzátoare privind atit gradul 
de stabilitate, cit si rezerva de stabilitate ale sistemului analizat. Deter- 
minarea numerică a zerourilor poate fi folosită, prin âplicarea repetată ' 
“a procedurii numerice, si în cazul in care anumiţi coeficienți ai polino 
mului sînt definiti pe anumite intervale. Este uşor de observat că pentru 
un numiár mare de coeficienți definiti pe intervale relativ largi, acest 
procedeu conduce la un; volum таге de calcule fără ca, în final, să s 
poată. afirma cu certitudine că rezultatele. reflectă exhaustiv propie 
tátile de stabilitate structurală ale sistemului analizat. Această c 

zie,se bazează pe faptul că, pentru: calculul repetat al. ошон клу 
mului. respectiv, coeficienții săi vor lua succesiv. doar un Ж finit 
de valori din intervalele lor de definiţie. si pe faptul cá г a ile беке 
coeficienții unui. polinom - și zerourile sale. sint ad iare (for- 
mulele lui Viéte). p : 

Un dezavantaj important al tehnicilor ке n HR di 
caracterul: relaţiilor dintre cóeficientii unui polinóm si zerourile sale, 
este acela că precizia rezultatelor este puternic Îhfluențată de precizia 
cu care au fost determinati coeficienții polinoriului sistemului analizat, 
Conform formulelor lui Viéte, erori foarte.miéi care afectează coeficienții 
unui polinom conduc''la erori, considerăbile: care afectează. zerourile 
acelui polinom. O analiză completă a stabilităţii asimptotice sau a celei ^ 
ІМЕМ porneşte de la premisa cá poliriomul considerat are toţi! coeficintii 
definiti pe nişte жолуу. ate de erorile de care aceștia sint afec- 
tati. Dupá cum se và védea ma So astfel de analiză poate fi mai simplă- 
prin metode о. metode care nu presupun deter 
шїпагеа` efectivá a rădăcigălor, unui polinom. . i | 

E M FR | um T 

1. 1. i egal d in tmp. | ИСИГИ. 


1 " 
| ET na care se vor „expune sint aplicabile i în egală măsură. - 
în -stu idi stabilității asimptotice ca și în studiul stabilității IMEM, 
- -se vor da mai întiîi:o-definiție și două rézultate échiyalente respectiv cu 
teorema 6 de 1а`І.5 si cu teorema. 8 de la 1.6, care vor permite о tratare 
unitará a celor două tipuri de stabilitate. "EE 


+ 


‚ Definiția 7. Polinomul P 


‚ М К? 


aa . P) = Sp + ais 1 + iss + Aa aS + 2 SEG, o, (у 


| | " ; 


« 115: 


п, Şi doz0, se numeşte hurwitzian dacă. “toate 
urile. 'sale sînt situate în semiplanul Re s < 0. i 


În continuare ne vom ocupa numai de polinomul de. forma . (1. D) 
ns reali (a; SR i= 0, 1; mr urmind ca polinoamele cu 


Teorema " вети Аааа (I. 5.3. » este asimptotic 'stabil dacá 
i numai dacă polinomul caracteristic àl matricei A este hurwitzian. 


Teorema 2. Sistemul dinamic (1.6. 36), (I. 6.37) este ` siti gp 
acá si numai dacă polinoniul polilor este hurwitzian. 


ntrucit 4,70, din (1. D. dupá împărţirea prin ао, Se pin pons 


4S 


\ 


(5) = 5° rays dk + "e Te sec, SD =1, vo M, 
T E ^ . . koX ы ў i ? А : (1.2) 
ў 


áré are aceleasi zerouri ca si Р(5) + i; 
Vom demonstra mai întîi o condiție gin ca 'A(s) să fie "Rürwitzian. 


Teorema. 3. O ар necesară КУ A(s) să fie hurwitzian este Е 
0 л 
he. {> 0597 = —1,2,..,n. (1.3) 


.D. Dacá A(s) este эи лап atunci zeroupiló sale хеб, i= 
I m imis соп digile Re), < 0, i= 1, ..., n. În plus, deoarece 


ER, i= 1,..,m, I orice zerou complex dus A(s) admite si zeroul 
omplex Cori Ld MS n aceste nm conform formulelor lui Viète, . 
ütem $crie S . . | à E 
дб ou == n + А аР T м) > 0 ? 3 
O aa = Mde + Ards P oe H АА 20 O ma 
NH „as = — (Adeda F Мада + s H А ЗА) >0 
S | ' 0. | 
aa = (— 1)” Ав. An 0. 87. P s EE | 


“Condiţia necesară ( 1.3), deosebit de simplă, este foarte utilá în: apli- 
atii deoareee ne permite- să afirmăm că dacă A(s) are cel puţin un coefi- 
ient nepozitiv atünci el nu este. hurwitzian. 


А d ы 


11. ‚ Criteriul Nyquist- Mihailov | a 


Acest criteriu se încadrează în categoria metodelor grafice si est 
frecvent utilizat in analiza sistemelor. automate. 


. Fie ү un contur închis din planul s. După cum se stie, [A 1, 2], [S 2], 
prin transformarea S = A(s) conturul închis ү din planul s se, transformă 
în conturul închis I diñ planul S. Dacă g este un punct. interior al lui. Y 
(adică este in domeniul situat la stînga lui y cînd. acesta este qe 
in. sens pozitiv) atunci Q — A(g) este un punct interior al lui Г. Afir 
matia reciprocă este de asemenea adevărată, în sensul că dacă Q este un 
punct interior al lui l'iatunci există punctele q; € C, 7 = 1,2, ..., и, Eo 
tii ale: авия A(g ) = Q, care sint situate —toate - — in interiorul Rf 


i Teorema 4 (Nyquist-Miliailov). Polinomul (1 1.2) este hurwitzi&n dacă 
și numai dacă. hodograful ! A(jo), o €R, are originea ca p ке 
D. Pentru obținerea hodografului Д(јо), œ € R, trebui i se consi- 
dere in planul s. conturul închis reprezentat de axa gr (punctul 
de închidere se află la infinit), fig. II.1. 


А i 


» Suficienja. "Dacă hodograful Aljo), i» c R, T сы ca punct 
interior atunci ecuația A(s) = 0, seC,-admite En Net, 
= 1,.., л, toate situate la stînga axei ima ina ire. ? 


Necesitatea. Dacă A(s) este Burritian gi. Met, ї = +, п, sint 

„ rădăcinile ecuației A(s) = 0 atunci M, 7 T „n, sint situate toate la 

i ; stinga axei imaginare. Rezultă de aici că origi- 

nea planulubS este situată la stinga hodogra- - 

fului Аф) к © „luînd valori de la — oo 

la NU 
a NE 1.1. Fie sistemul automat cu schema bloc 

Fa узт ructuralá din fig. 1.21, ín care i 3 

58 | | AC 

y . 8: i 3 1 

AN e Gpl) a Ga) 
2504 Ss +1 - 8 45 

Să se ‘analizeze stabilitatea IMEM a acestui sistem. 
Funcţia de transfer ü sistemului automat are expresia 


Fig. II. d Conturuľ Y pen- e Go(s)= Geri) ____ MER 
“tru teorema 4. | 1+ Gals) Gp(s) . 2 (5 + ue 4- 2s T 1) 
1 1 Hodograful unui vector sau al unui fazor dependent de о variabili xel cR 
este locul geometric: al vârfului său pentru Xe I. 
t 


` попа Bolilor. - 


‚ A(s) = 58 + TE + 25 +1. 
ES Pentru. s 4 jo se. determină prints 
„>  eipalele puncte ale hodografului Д(јо), 
© 6 m0, după care se trasează prin puncte 
`> graficul respectiv (pentru. о < 0 acesta. 
c. "este simetric, față de axa reală, cu ceea 
= +00 ` 4 ` ce s-a obținut pentru w > 0), fig. 11.2. 
MESS i ; Originea planului 5 este în interiorul: 
112; Hodogratul, n (io) к б ан MR Г. ceea ce - înseamnă, con- 
E. Е form teoremei 4, că sistemul Coutomat 
j 1 `> n „analizat -este stabil "E 


И 


12, Criteriul Hurwitz | PO ү i 
Pentru a putea demonstra acest criteriu us. relativ simplu, Pi 
“Expune mai intii cîteva, rezultate. prego oare ponto 


ie polinomul coh . eU 


Ан (6) = 5" — aas ы, + ( IL eres y Xn» sec, @. a 


e cărui zerouri sint —. E 1, 2 i п, unde: s i= 1, 2, . e M, sint e 
njugatele zerourilor polinomul (5 " " 


Cu ajutorul polinoamelor A) id A* (s (s) se definesc ha gc т 
K-A (s) = (s + Ža) узд) ju 0 set, HE a, ps) 
А) = (8+ 490 ) + sA*(5), aa »0,se€. o (1.6) 


„Este evident, АА (s 1(5) este de grad n + 1. Vom arăta că "Ae(s) este ` 
mM. adevăr, înlocuind (1. 2) și (1.4) in (1. 6), după calcule 
FS, AN btiné 


eS | К A2(s) = autor 1 p (tss — ag) s"? Bis E ` li 
Tite s — jo din. (1.5) se obține! | 
ELE ir T jolle) + A*(jo)], oeR., . (1.7) 


Dacă, n este ` par atunci aes “A (jo) si:din (i. 7) rezultă 
© Aljo) = 2aAljo) + 2јә Re A 


о), RR. (1.8) 


| Hodograful Аф), « e Јев, se obtine din Aa), 
tirea lui А(јо) cu 2« rezultă hodograful 2aA(jo), o eR; punctele hod 

grafului 2aA(jo) sînt apoi translate cu fazorul 2j« ReA(ja), colinear cu 
axa imaginară şi de modul variabil. Modulul acestui vector este nul pentru 
Re Alje) = 0, adică atunci. cînd hodograful 2aA(jw) intersectează axa 
imaginară. - În consecință punctele de intersecție: ale vr 
2xA(je) si Ai(jm) cu axa. imaginară coincid. Conform. teoremei 4 Ai(s)- 
este hurwitzian dacă si numai dacá A(s ) este hurwitzian.. 


Dacá п este impar atunci A*(je) = —A(jo) şi din (1.7) rezultă 
Aljo) = 20 A(jci) — 2oIni Або), ee R. . ". (9 


De această dată hodograful Aljo), o € R, se obțină prin. t 
„rea. punctelor hodografului 2«A(je), o €R, cu fazorul 2o. 
coliniar cu axa reală. și de'modul variabil, dar astfel încît шугу м 
2аА(јо) si' А, (јо) au aceleași puncte de intersecţie си. аха теа. E 

Conform teoremei 4, А (=) este burwitzian dacá si i amai dacă A(sy 
este hurwitzian. . .. eo TS 


> 


“În. mod analog, pentru s = jo Lu (1.6 6) se "m3 "l1 
Або) = = 2o, A(je) + јод" jo) - gon., | „oeR: сало) 

ї Dacă n este раг. aturici A*(jo) = А i și din а. 10) rezultă | 
Абе), = = 2ajA( (jo). + хуй! А(јо), o €R.. (1.11) 


E 


S 
Dica’ n este impar atunci л je) = —А(%) și din (1:10) rezultă; 
Ajo) = 2А )- —3jeReA(j) «cR. (1.12) 


Rationind ca şi în cazu Wii дщ) ) se trage concluzia cá А„(5) este hur- 
witzian dacă 51 numai, ы А($ » este hurwitzian.;.- 


Polinoamele Ж чум A(s) Ta fi utilizate pentru a studia. nătura, 
Ере S PA . 
~ Ín NS кү K utilizează A2(s), care este Сара, dacă si numaj 
dacă А ueste urtwitzian. Pentru a, verifica, dacă A(s) este hurwitzian 
se comica aun şir de polinoame As(s), incepind cu A(s), după regula. > 
precizată n.(1. 6), pînă se ajurige la un polinoră de gradul 2. Pentru: 
-acesta se Date verifica! foarte ușor dacă este sau nu hurwitzian. “Dacă. 
este hurwitzian atunci și polinomul precedent, de gradul 3, este hurwit- 
zian. De aici rezultă că și polinomul de gradul 4 este hurwitzian s.a.m. d. 
rezultind respectiy cá A(s ) este hurwitzian. ^ 
În'al doilea caz se utilizează” Aus s), cu ajutorul căruia se poate demon- ` \ 
stra criteriul Hurwitz. ua UE Š z MASS 


| [a 1 оо 07 0. 
ГА m 4 | Us da 5] 1 9 0 ө 
l Z5 бл ©з „Wa а I. 


seevae tetti tnn ** 4 э э е о еже 


mită matricea Hurwitz asociati pélinpmului A(s), in care e pe diagonala 
cipalá apar coeficienţii lui AS), începînd: cu | о, їп succesiunea lor 
uralá $i i ND pentru toți & > й. 


Teorema 5 (Hurwitz). O conditie necesará și suficientă ca ads sá fie 
rwitzian este ca De d» F 


det Н, > 0, SL, Bst | s ui 


р. Dacă A(s) este, hurwitzian atunci — Aj(s ape а de asemenea ` 


witzian. Matricea Hurwitz n асе ойлоп аге forma 


a "1 0 0 AS ua 0 e 
aaz Я ооу + Qo Я ag Ò | 1 И Ў 
aaj. aas + Oa 2 aat ag sfo 


o | s M 
Minorii principali Завода acestei matrici sint Яу =, mg - к= a? 
t Hi, Wa = a? det Hs, Ке == ahdet Au Ma = qn . det H,. 


acá „se кош S corema 5 este adevărată pentro, polinoaine 


ү ш ge i cá conditis: (1. 14) este necesará pentru polinoàme 

Condiția (1.14) este și suficientă deoarece det Н; > 0, 
з) este adeváratá pentru polinoame de gradul n, rezultă 
Ue hurwitzian,'ceea ce implică faptul cá A,(s).este hurwitzian. 
EROS (250, 4 = 1,2, 4,2-4-1, a fost suficientă pentru, aceasta. 
ă aici am demonstrat că dacă (1.14) are loc pentru polinoame 
gradul n atunci ea are loc si pentru polinoame de gradul “n + 1. 
abilitatea · -condiției (1.14) poate fi démonstrată direct pentru poli- 
ame de gradul 2:și 3. Prin inducție matematică completă, prin tré- 


erea de la gradul » la 4 + 1, rezultă că teorema 5 este adevărată pen- 
шош de orice grad. . E 


(Veste determinată de m, > 0; 4 — 1,2, ..., n + 1. Íntrucit.. 


а 


: x. К 

Exemplu! 1.2. Fie sistemul automat de la -exemplul 1.1. in care Gp(s) are aceeași 

expresie și : { . 
1 


Gg(s) =k + 
; © ^45 | ` 


\ 


este un regulator PI (proporfional-integral) cu k >0şit>0. ot g? 
. Să se determine valorile lui k si т pentru care sistemul automat este. stabil. IMEM. 
Funcţia, de transfer a sistemului automat are în acest caz expresia 2 


| ipea z) 
am | 


ИЕТ 


еле (1а... ab: 
: i 42 т i 9? 
Aplicind polinomului polilor . ^ — P" 
Ads) == $ + 1752 + (5 н) p SS 
: | укы tu dt \ 2 2. Te б | 
teorema 5 se obține ; ` | Б У 
m-f 4jc 4k + 12 aM ME Ho qe 
» | 0 „0 А U "n 
din care, conform condiţiei (1. 14),. rezultă AS 
е NN T» Mq k>0. 
aaa 
Un rezultat. echivalent cu jeürema 5 este următorul. . 


.. Teorema 6 (Hermite). Q3Conditie- necesară. și suficientă ca A(s) să 


fie hurwitzian este ca icea simetrică Dow 
\ >. а 
LM CE | божу | 
„У Н, = (Ay)ij=1, 2, ‚я. ; Pd (1.15) . ` 
unde MON | 
LAN M 


t CM i у 
aU X Ti-l Ops opo Xo == 1 i2j, | і +] ian par, 


hy = ео М | , MEME (1.16) 
Кү | оч e ‚147 — mpar, 
cu [o = Îi să fie pozitiv definită, adică” — | i 
ан Й, 20, i5 € (1.17) 


* D. Se stie cá H, este pozitiv definità dacă si numai. dacă toți mino- 
rii săi principali diagonali sint pozitivi, respectiv dacă și numai dacă 
i | BU 


N 


—- 


l'aimatridi | i ilo , | 


%3 0 | &5 nu 
0 к 0404 — 05 2 Sec 
0203 E i a | Е p (1.18) 
Н г i : . ... ^ 6. 
e 
| | | | N. 
det H, = dét Hi, | . © i rs (1.19) i 
det Ñ, det; Но, det Н, 4=2 Sa. B ; 


eamintim cá dacá condiţia. (1.3) nu este озн atunci A(s) 
este huwitzian si in atare situatie ye condiţiilor (1.14) sau 
) nu mai are sens. Oricüm, dacă m» ebuie să aibă loc, este \ 
de vázut, ре baza relațiilor dintre dety, $i det H,, că numărul ME 
eterminanti care trebuie! calculati с ins conditiei (1.14) se re- 
.là.jumátate. Se poate formula el urmátorul rezultat, рети 

rui MED HAE ве poate C [G1]. 


P 


Геогета 7 (Li&nard-Chipar io condiţie necesară -și suficientă ca 
Sá fie hurwitzian Ei Si aibă loc unul din „următoarele patru 
de inegalităţi S 


; ж-з > 0; a det Н; > 0, det H; > 0, ..., 

> 0, а P is |. V det H, >0, det H, > 0,.., (1.20) 
AP É 

„> „Жо, aaa > 0... ; det H; >0, det Hs > 0,..,. 


$5 бт. 0, 023 -0,..; det Ha >0, det Ha >0,.... 


E 


di Criteriul Routh ` | 
Uà dezavantaj al teoremelor 8—7 este acela că apelează la calculul 
r:determinanti de ordin ridicat. O posibilitate de evitare a unui 
Ede; calcul constă în utilizarea schemei Routh. i 


p 


^* Pentru simplificarea expunerii vom considera ń=3 în (1.2) și 


41.13). Este ușor de verificat că : 
[09 1 0 TERT — a] (as == 0102) LAS Tu 0 | 0 
“aa, оо 01110 1 «(з — паз) || ris 7n 9 P 
0. 0 malo. 07 1 Уз Ten Ya 


unde AL Е Н, Ya = dets Ha]det Н}, Ya = det Ha/det: Ha. 
Generalizind rezultatul de mai :sus' se scrie E 


| EA в (1.21) 
unde `H, | este matricea Hurwitz (1.13) cre "polinomului 5) Și | 
S; R sînt matrici de ordinul 7 triunghiulare (ca în cazul n —,3), res- 
pectiv superior si inferior. Luind în considerare minorii pm dia- 
gonali din (1.21) se pot deduce relațiile: 7 


Tu = = det Hy Yu = - det Hjdet Hii | m n. (i. 22) 


Aceste valori pot fi calculate, făcînd uz E e minori de ordi- 


nul 2; cu ajutorul 'schemei. Routh: «Ў 
ofa Yoz a Pata EE ntt nn Ф ЕА. - 
Tii Ya aS. vus WORSE , eee hee ue жоя der TRU 
Ta Yea Tea... itt rt xm Bus sai legă а doe RU RU Ж RSS (1 23) 
к MUN 
э = * о е ў rss nt mi пое о e з 9 6 э с * э ө ө з у е € ө * э э 
ү . Ap EE оа \ 
i21 | ЕН $ qe Viza]! TPi-2441 і tnnt ge 
fail: уа оа фи a. Ti.1j Yi- 174 ie ua... ае ctt 
EE d р ка ў (y d / E oa РЕНЕА “ 
Tu : o ЫЎ Tg Fir > | Д 
о Т. RES. Ж ООО О ОООО ОО j 
Bx ANS 7 | 
un AS ^ LN 


a c ifo fos, fos; = .}= p Wa, Ka, err nn b 


"Noi 1.24) 
т A Um 712, Tig- din Xa; s, earn ү 4) 
nec-lifes festih 134 2o 0 (135) 


MN Tii |Ў4-11 елла 


Teorema 8 (Routh). о тя necesará şi suficientă. ca A(s) să fie 
zian este ca toate elementele primei coloane. din schema Routh 
у, cu (1. 24), d. 25), să fie pozitive. 

Exemplul 1, 3, Fie un “sistem automat cu polinomul caracteristic 

A(s) = s* + 258 + 98 + sk 4. 


“Să se'studieze natura acestui polinom. 
Se alcătuiește, în conformitate cu (1. 23)-(L. 25), urmátoareà schemă Rout 


1 * 59. ds Ф 
i а | | М, 
I 2 | | Т 
2.9—1.1)]2 2 17/2 — (24—-0/254 — | | 
? )/2 = | | | = | S | 
(17/2—2.4).2/17 = 117 ; y ! 
s(nT—0.17—4. ^7 "nc © И: 


Deatecé н fi 70 — cá ТРИ A(s) este пап, ceea ce înseamnă 
iștemul automat considerat este asimptotic stabil, C ' ; | An 


. 


n, ncheierea acestui paragraf vom faceiBiteva observații privitoare 
plicarea efectivă a teoremelor 5— 2 

d) Este posibil ca Epis terme „polinomului analizat să aibă 
ficientul diferit de 1, să presup&nem ao > 0. În această situație 
mele 5—8 rămîn valabile dacă in (1.13) si (1.24). se înlocuieşte 1 
„îl precede, pe coloane itt 13), pe a5) cu ao, respectiv in iu 16 .. 
nsideră ag > 0. Е 

b) Dacă respectiv un gu ‚Н, det H, sau ra este nepozitiv atunci 

mai este necesar să sé continpe calculele, .deoarece în: atare situaţie - 
nu este hurwitzian. 
e. det RE 


Dacă se continuă aceste calcule este posibil 5 
в cité žerouri ale lui A(s) sint cu parte reală pozitivă si 
e realá negativá. De exemplu, dacă nici un ru nu este 
> Pou numere sint respectiv np si n — np, unde np este 

iilor de: semn in,prima coloană a schemei Routh (1.23), 

125). Dacă un ru este nul atunci trebuie avute in vedere 
e două cazuri: 
b.1) primul element al unei linii este пш; 
b.2) toate elementele unei linii sînt nule. 


În ambele cazuri polinomul A(s) este. nehurwitzian și are zerouri 
xa imaginară sau în semiplanul complex drept. Pentru a discerne 
ы situatii se procedeazá in- felul următor. 


Mut t ug \ 


\ D 


În cazul b.1) se aplică schema Routh polinomului $"A(v3), c 
о <= s, ale cărui zerouri sînt 1/A, i= 1,2,..., n, 'sau polinomului 
(s + a), A(s), unde a — 0 (a = 1). Dacă in respectivele scheme Routh 
apar npo variații de semn in prima coloană абі A(s) are nzo zerouri 
cu parte reaJá nulă sau pozitivă si 4, — 7 „о zerouri cu parte reală negativă 
În. cazul b.2) se înlocuiește s in A(s) cu s + e; unde [e| este suficienţi 
de mic și se aplică schema Routh polinomului A(s + e), im саге; te 
: menii «i, і > 2, se neglijează. Dacă pentru e > 0, oricît de mic, în prima; 
| coloană a schemei Routh nu este nici o variație de semn si pentru є — 0: 
în respectiva coloană араг no variaţii de semn atunci A(s) are ж Zerou: 
ре аха imaginară si n — no zerouri cu parte reală negativă. Dacă, (peri : 
tru e > 0, oricît de mic, A(s + є) nu este hurwitzian: aturici gi A(s): 
nu este hurwitzian. В E. € da jo 
131.4. Domenii parametrice de stabilitate . A . 
: Dupá cum se stie, coeficientii polinomului ы i sau ai pol 
nomului polilor sint valori numerice si constante de material care repre- 
^ zintă parametrii fizici ai sistemului. Din motivé foarte diferite (tehnic 
economice etc.).ne interesează să știm întreyte limite se pot modific 
parametrii unui sistem fără ca prin ac ў sistemul să-și piardă cali- 
tățile de stabilitate asimptotică sau I А E 
După cum з-й văzut in cadrul ехе фии 1.2 pentru sistemele pînă 
la ordinul 3, cu doi parametri vari 


iabili, determinarea domeniului para 
„metric de stabilitate (asimptotică sau IMEM) se poate realiza utilizind 
condiția (1.14). . х^ о a 


` În cazul sistemelor. de. S ridicat se pune evident problema rezol- 
várii unui sistem de я ineóüatii neliniare;.ceea ce este în sine o problemă: 
dificilă. Din àcest motiv cercetările s-au orientat spre determinarea! 
acelor valori ale p: (rátmetrilor pentru care polinomul A(s) devine pentru; 
prima o & nehifwitzian. Un polinom devine pentru prima oará ne 

^ hurwitziah atWhci cînd zerourile sale se deplasează în planul -complex 
| de w gala dreapta (in funcție de parametrii variabili) și cel puți 
"unu ie pe axa imaginară. Se poate arăta, [L1], că aceste valori. 

se obțin prin rezolvarea, în raport сй parainettii variabili ai sistemului, 

a ecuaţiilor critice | mE m ; 


à 


Кі 


А 


Фа == 0, — 


| . ^ det Hu = 0. 


“(1:;26)'a | ige după sine aptul că A(s) are un zerou 
ginea plànului complex .si reciproc. Pentru à justifica condiţia 
vom. apela la formula la Orlando, [B 2], 


" иа). ` ; 5 " 
ids Н = (— 1) 2 П (+), .. a. 28) ` 
I&icj&n | | 
in are: e i=l, 2,. n, sint zerourile- polinomului A(s). Este usor de. 2. 


rvat cá dacă №; si 3 sint. douá rádácini imaginar, conjugate aturici 
==0 şi det H, , = 0. Invers, dacă „det H, = 0 atunci există. 
23), astfel incit ^, + А, = 0. De aici rezultă că A, A, sînt ana E 


v o4 M | a У 
аши 1.4. Fie sistemul dinamic - ; | : m ` 
e | | "S 
"P 0242 0 7 ГА . 
xs [7| -L 1 = 3 2 a, p 
ўз l»—1, 1; —21UL P i 


ru dsterminarea limitei domeniului de ч ч vom mum ecuá- 


Á se Бене in planul (а, b) domeniul m stabilitate asimptotidà. 
ice. (1:26),. (1.27). {| 
ыз Т cd». `0[. 


' 


'olinomül -caracteristic are expresia, nud 
і 


ipo 5—41 . Еа? 
ref i Ё Și . К i 


ГА 


Fig. П.3. Domeniul parametric de stabilitate OC v 
asimptotică la exemplul 1.4. | 


p det Ha = 


` veste cel hasurat. Pentru determinarea lui se considerá cite un punct, respectivo t 


| € R, ys 


` 


În conformitate cu (1. 20), e 27) putem scrie ^^ sU КОКЕ у 


= (+244 —1)—0` = 


PET ON 1- 
T Ме 2080-1). са+з 


-за ө + 3= - 0, 


«п care M funcțiile ao iad IO d 1 h Poly 
` 1 2a 4: 5 

—› Ь Fares.) 

A s aded 2). 


a = dm 2, b = 


„ale căror grafice sînt reprezentâte în fig. II.3. Domeniul de stabilitate asimpto 


pereche (a, b) în fiecare -din zonele determinate de graficele celor trei funcții) pentru 
«care se verifică condițiile (1.3) şi (1.14). De exemplu pentru a = — 1, 5 şi b A e obfine 


A(s) = s? + 2 + 1,55 +1 şi ; А : Q 
a "m s 
Hp > [ie 15 раен, = 150, dern 15 M det-H, = 1,50. 


GE ME ML 
: | 


În cazul in care numărul de - parametri e m mare ca doi det 
minarea domeniului parametric de sta e te se poate face intr-un 


spațiu corespunzător sau.in mai multe p bine parametrice. 
'. Un alt procedeu de determinare a Seniului parametric de s 
litate este așa-numita .destompune , [М1]. Vom. expune concéptia 


de bazá a acestui procedeu considerind un polinom de gradul n, A(s; a; by 
care depinde de parametrii 2,08 R. 


, Ecuafia A(s; a, b) = 0 ДИР o funcţie: implicită a legăturii diütré 
rădăcinile A, 7 = 1, 2, ..., 4 si planul parametrilor a, b. Dacă se în 
“cuieşte s = јо si se rezo a ecuația A(jo; а, b) = 0; o € В, în raport: 
a, b se d acelé, puncte ale planului (a, Ьу cărora le corespun 
"zerouri d ale polinomului A(s; æ, b). Aşadar Aljo; а, b) = 0 

urbà limită L in planul (a, b) care împarte. acest pla 
în două "s Pentru o anumită regiune A(s; а, Б) este hurwitzian, 
iar pe m lementara ei este nehurwitzian. Determinarea efectivá 
mt ijécárei regiuni constă în trasarea curbei limită Г. (si anume 
| Punct pentru o bună- precizie). Se considerá apoi cite o`per 
E e fiecare din regiunile determinate [аш care se verifică 
che (00) (1. 3), (1.14) sau: echivalentele lui (1.14): . ' E 


În cazul în саге A(s; a, b) depinde liniar de a, b şi aceştia sint in ds 
;pendenji intre.ei, descompunerea 9 se simplifică іп “ceea ce priveşte 
„determinarea: curbei limită L si à naturii regiunilor :delimitate de ea, 

«după cum se va vedea în cele ce urmează, | 


` 


Ao) = {| T iale), | 
Aljo) = C) + jo), | "o. (1.30) 
t "As(je) = a(o) + ўоз(о) | 


лд, $— 1,2, 3, sint nişte polinoame саге se determină aderat 
in Аб; a,b) în conformitate cu (1.29). 
j locuind (1.30) în (1.29) se obţine sistemul de ecuații: ne 


E кзы inm K 
sio) a -- E 20, AȘ 


are sint liniar independente, şi deci pot fi — pentru determi- 
area perechii (a, b), dacă ман A 
{У 


а, 
ои 


int. simultan identic nuli. În re condiții din (qt. 31) se obţine 


| (1.31) 


—Из u 


` (1.32) 


Vp 03 `+—®з m Va = 


> В a = us — us(o)vz(6) E PER, Т 
р ate) zi en «(ө TE (oj) бє, — (1.33) 
m с da à ajvo) — (e) valo) E spe R, | BLUE 


d T d т (о)ог(о) — и (о)ә(о) 


паў Ше parametrice ale curbei limită L şi care pot fi 
NAM ei grafică. Ele reprezintă aplicația care trans-. 
Planului А(јо) în curba limită L.din planul (а, b). Punc- 
pt L le corespund rădăcini ale ecuației (1. 29), б ре 
gir a planului s. ғ. 
eral L este formată din diverse segmente. de dreaptă sau de 
“Pentru o = + со și o = 0 din (1:33), (1.34) se obţin așa-numitele 
epte. singulare даса М) = 0 admite rădăcina nulă pentru unii 
adicá pentru а, = 0 in (1.1)) sau rădăcina la infinit pentru alti a, b 
ică'40=0 in (1.1)). Dreptele singulare pot fi asadar determinate foarte 
ușor. in planul (a,b) utilizind sondipile-a, а, ="0 și % 0 (dacá а. şi do 
Г de a, 5). | 


Pentru determinarea domeniului parametric de stabilitate (asimptotit 
sau IMEM) se utilizează regula lui Nejmark. Pentru aceasta se folo 
seşte determinantul d din (1.32) care pentru e €R poate lua valo 
mai mici sau mai mari cazero. Dacă pentru un interval [о1, ог) averi 
d > 0, respectiv d <,0, atunci рог{їЧпеа corespunzătoare a curbe 
limită L se hașurează la stingă, respectiv la dreapta, cind aceasta est: 
parcursă pentru œ crescător. Întrucît d este în orice caz o funcție impar 
de c, rezultă că atunci cînd œ parcurge mulțimea R, curba L va ieși ii 
„evidenţă prin hașurul dublu. situat pe o singură. parte а ва. Curba. 
împarte planul în două regiuni. Domeniul de stabilitate se determină 
prin verificarea condițiilor (1.8), (1.14) pentru puncte. interioare, зай. 
exterioare. Dacă anumite porțiuni de curbe sau drepte au ERAS: ha 
surate, se poate sonda natura regiunii respective dind valori corespun 
zátoare parametrilor a, b si verificind aceleași condiţii (1.3), 1.14). . 


SS 


` Exemplul 1.5, Fie sistemul cu polinomul polilor. e | б | 
Д) — sf E È H (a H b) #+ (а= b) s са > 0, ko. c0. 
` Se cere să; se determine domeniul parametric de stabilitate ІМЕМ în planul (a, Б 
„pentru с 22... los su oo i uet s ue f E 

‚ Pentru s = јо din A (s; a,b) se obţine sistemul ST 

că poarta а 9 

" "IE de ur AS Es 

{ wa — об = NV 


; 


Rezolvind acest sistem in raport:cu а, rezultă 


i 


Prin e лі 
Q AM 
: У ү е а= ЖЫ, okaro, 820, 


ÎN intre aceste ecuaţii se obţine:ecuaţia curbei limită L, 


са cr Periti este reprezentat in fig. 11.4, a. Pe de altă parte . 
Е | ZEE E". | | 


-d= = 208, o eRe 200 


[2] —0: 


Aplicind regula lui Nejinark pentru o € (— оо, 0] avem d > 0 si Curba І se hagu- 
rează la'stînga (deasupra); pentru o є [0, -+ бо), avem d <`0 si curba L'se hagureazá 
la dreapta (tot. deasupra). - АМ Oma Йа оаа 8 ES i 


"Stabilitate 
CU МЕМ: 


Fig. 11.4. Domeniul parametric de stabilitate M la exemplul 1.5: 

' i 2) é= 2,5) сер, DKO e 7 0n a : 

Domeniul parametric de. stabilitate МЕМ ste ugor de determinat deoarece uti- 
lizirid (И, 3) rezultă a + b > 0 si а — b 7» 0, . " 

Dacă ne interesează si influenţa, coefi M tului c 7.0, se tine seama la determinarea 

ului de stabilitate şi de al treilea parametru. După calcule similare cu cele mai de 

e obține ёспафа suprafeţei Agit, de forma ^ б i ii 


а= М, а> 0,52 0, [e 0, 
A 2b- oo | UN 


x 


а rated èste, dată, în perspectivă, în fig. ЛІ.4, d M 
E CAG en | | E - 
După Pam gw arătat la 1.6.4.2, gradul de stabilitate și rezerva de. 
Eins e. dx o importanță deosebitá pentru funcţionarea normală a 

ten automat. Este de la sine înțeles cá la alegerea parametrilor 
im trebuie să se considere si acest punct de vedere. De aceea * 
' ddarte indicat să se facă o parametrizare, in^ funcție. de rezerva 
de stabilitate «,,,2:0; a curbelor din planul (а, b). Aceste” curbe nu mai 
^o imagine a axei imaginare din planul s, ci a dreptei Re s = —a,4 
„respectivul plan. Si în acest caz se poate aplica descompunerea `@ 
$i anume polinomului A(s — amin; 4, b). Vom ilustra modul de rezolvare 
unei. astfel de probleme cu ajutorul următorului exemplu. ! ` : 


B Exemplul 1.6. Fie „sistemul: automat cu 
“polinomul polilor ` | N 
A(s) = $ + as* + bs 4- 1. 

. Se cere să se determine domeniile. para- 
metrice corespunzătoare rezervelor de stabi- 
litate amin =.0; amin = 0,2 şi amin = 0,4. 

Pentru s = jo din A(s—amin; a, b) = 0, 
procedind ca la exemplul 1.5 se obţin ecuaţiile 
2 203, + 2min tl > * 


es o Ahin Е 


2amin + (602 + dhin) 
| 0 + аа: К 
Іа: care se adaugă dreapta singulară 


bc А о є Е, 


b= — ed, T amina; amin 50. 
| Znin BA MI дй exempl 
Aceasta se obţine prin апшагеа termenului liber al polinomului А {јо — amin; 2, b 


Imaginea graficá a domeniilor cerute este redată -în fig. II.5. Este vizibil faptul 
că pe măsură ce -rezerva de'stabilitate. crește domeniul рагаў tric : corespunzător :se 


micsoreazá. | А К 
S 


1.1.5. Invariànfa proprietății Hurwitz g 2^ 
Într-o mare varietate de aplicații proiectarea “sistemelor automate 
se bazeazá pe cunoasterea model du matematic. Este posibil ca în unele. 
situaţii valorile reale еее ilor polinomului caracteristic sau. ale 
polinomului polilor: să dife ЕМ atoritá erorilor de determinare, de cele 
ale modelului matematic. Di exemplu, dacá la determinarea experimen- 
tali a elementelor matricii А а sistemului erorile relative de apreciere 
se situează în zona de toleranță de + 10%, atunci unii dintre coeficien- 
tii polinomului Qaracferistic corespunzător pot. fi afectați de erori. rela- 
tive mai maricà 1009/. În consecință este ае таге interes de a determin: 
intervalelé: agirie, centrate pe valorile nominale, de variație а coefi- 
cientilo gi, olinom pentru care'acesta își conservă proprietatea de 
a fi маа п [B3]. : КЕ TANE M1 E 
Sé egăsideră polinomul (1.2) hurwitzian. Pentru a evidentia manieră . 
diferită de perturbare a coeficienţilor a;, d = 1, 2, ..., 4t, Se consideră о. 
mulțime de ponderi nenegative фу, p, i= 1, 2, ..., п. În aceste conditi 
‚ве pot defini. variațiile admisibile ale. coeficienţilor după cum urmează 
Pentru orice € > 0, polinomul OC o es 
О) sh Ва Bas SEC, (1.35). 
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malui A. Se caută cea mai mare valoare- à lui є, adică ema р 
“toate polinoamele din P, sint hurwitziene. : În aceste condiții |. 
loarea. Emas. Me fi considerată cà o măsură а: robustefii sistemului 


ie Н „(Ba Ba- т; eo B1) matricea Hurwitz asociată polinomului A, 6 ). 

definesc. matricile. | | MEC 

nl ‚ 0084 2— Pn- E, An- -3©› A 
1+ Ра- n п-2 b». 28,  Xa-3 77 de 3E | М (1.37) 


His д-ра, 


аа-а Duas ®„- Раде, — Aa Epaia 
М oen 
£) = Hus b fae Oa рле, Ang Peas pu ДИЙз-з©› 
(38) : 
a aa Piet -An-57 — Pn- 9-е Pret, da-i pe) ИСИ 
= -H п(®—= AR An- ac Puis anat Ducat, {6 — Pn- E » | ` 
' ; FS j (1.39) 
| (Ana Duae -5-1- Ёп-5©› ta. Pea -7 Ên- gti), КИ 
Hylan t pues Ф] — Pn- 1e 9-2 фін 2E, ©а-3 +. Bast i | ; (1.40) | 


taa Pate, Xn-5 Past 2-8 Lu ac Pues e). | 


Se noteazá cü СӨ) minorul | piicipal diagonal de ordinul j al matri- 
KON А $i „cu. jut FER m E Aa А 7 
е = min id există j < # cu dyle) <0}. | n 41) 


n; preme conditi ses = min (sj, e$, e3, et]. Pentru : demonstrația Ü 
i afirmații se pe e consulta [B3]. | 


nei р NA 3]: Fie un sistem automat cu : polinomul. caracteristic 


ASQ mE AQ os зә ва EB + S, | | 
oefiçiðhții sînt afectați de erori în mod uniform (adică ^ = Pi = Î, i = d, 2,3 A. 
e determine emaz. .- ta à 

nformitate. cu u (1. 37) — (1. 40) putem. scrie . 


(e es ICE MET IPS 
РАТ 8ke ^ BS-e: 526 1 | 
Ом) = | mx $c 


' 


(0 3+e 8+e 8 e, i DEC M te 


B 


Qal) = 
i 0 3-е 8-е 8-+e 
0 0 0 3-е 
$e cio ^ 0 
- * s sie: 8-6 = 3] Dur | 
e aug]: ^ а 2 i. 
. 1 шн 0 - ‚3—є 8+e „8 + А 
| A 0. 0: 0 3-е 
54.5 14-7 6 0 А 
Е 8—6. 8-Е 5 Е 1 s ә . 
Qu(e) = Чы i i р NU 
' S 0 2 3-+e: 8—c 8—e: QW 


050 ,0- 34e]. z 


Condițiile de pozitivitate a minorilor principali ici a matricilor. 
i = 1,2,3,4, conduc la urmátoarele inegalităţi 


lei e< 5, e< 8, Т es asa 
Qi) e< 3 s< & D | . € 756 + 805 0, 
Qj) -e <3, нус „> 259+ 58 gh o, 
9, (0): · V XGA. ui ge xm 2562. — 5. 181 > 0. 


Utilizind acum conditia d- 4) se Fd 2,5, Е = 3, PN 3, С 1,81. Aşadar 
таг 1,81. Pu "nn x 


1.1. 6. Stabilitatea E. a sistemelor automate ' 


La. 1.6.4.2 s-a . defi ы пша de. stabilitate structurală. În opoziție 
cu această pr С se'spune' că un sistem este structural instabil 
dacă el este) pentru orice valori admisibile ale parametrilor, săi; 
Spre Bas t cazul sistemelor structural instabile, ип sistem stru 
tural s on că domeniul siu parametric de stabilitate" 
prr “sau IMEM) nu este vid. 


| елге două paragrafe s-a arătat modul in. care se, poate 
determina domeniul parametric de stabilitate al unui sistem oarecare: 
După сит s-a văzut, rezolvarea acestei probleme pentru sisteme de ordin 
superior și pentru un: număr ridicat de parametri implică un efort de 
calcul considerabil. Este important în atare: situaţii, înainte de orice: 
calcule, să ne punem, ii mod natural întrebarea dacă sistemul analizat | 
poate fi. structural. stabil, respectiv dacă admite un domeniu parametric 


tiv. în special pentru: proiectantul. de sisteme. "automate, deoarece, 


n “alegerea tipului de. regulator care . asigură stabilitatea structurală 


“sistemului -automat. 
“Pentru un sistem. automat monovariabil (cu o márime 'prescrisá, 


jntr-un traductor, un element de prescriere, un comparator, un regulator, 
un element de execuţie — fig. 1.6, a. Tipul de traductor și elementul 
ё ехесиііе se en in ERA de instalaţia automatizatá (v. şi exemplele 
e la I.1.4.7 şi 1.1.4. 8). În ceea ce privește alegerea О ехре- 
па acumulată pînă în prezent indică pentru fiecare temă de proiec- 
е, în funcție de nivelul tehnic atins, tipurile cele mai potrivite de regu- 
oare. Problema esenţială care rămîne de rezolvat es c dieea a alegeri- 


realizeze: performanţele” impuse. 
ionarea sa se caracterizezá printr-o functie.de (fânsfer egală cu o. con- 
ntá (sensibilitatea tráductorului). Ín ace conditii respectiva con- 


tantă, ca si funcția de transfer a elementálui de execuţie, se includ in 


oc structurală standard. din fig. 11.659 (evident y. si w diferă numai 
rin "m in сарт си оң oagele lor din fig. II.6, a). 


Е Fig: 1.6: a — Structura unui sistem ' autornat monovariabil: 
l e w — -mărimea prescrisă ; -y —márimea. reglâtă ; w— — perturbaţia ; 
veu = instalația automatizată ; 2 — traductorul; 3—elementul de. 
„+. prescriere; 4 —comparatorul ; 5— regulatorul (eventual include 3 
- şi. 4); ,6 — elementul de execufie;7 — dispozitivul de automa- 
2 tiżare” b — Schema bloc structurală standard а unui sistem 
< automat continuu în timp: F—partea fizeti; ` R—regùlatórul. 


“mărime reglată si eventual.o perturbație), primul pas în rezolvarea 
mei де proiectare constă în alegerea dispozitivului de. reglare, format : 


În mod. obișnuit traductorul nu introduce ен, astfel că funci 


ă cum se уа vedea mai departe acesta poate constitui un ghid util h 


'arametrilor de acordare ai regulatorului, astfel" încit temul automat | 


eea ce s-a numit partea fixată a sistema. Se ajunge astfel la schema 


Relaţia intrare-ieșire, conform schemei din fig. 11.6, b, are eXpresia 


К Gils) U(s) — Go, (s) W(s), » (1.42) 
in care.. 
Go(s) = LEGE. пн) ` 
© 1.4 G(s). 
este funcția de transfer : a ‘sistemului închisi în raport си mărimea рыи 
whs) = у "E 1.44) 
| Е м 2 1+G(5) ©. e. 
este funcţia de transfer а еа inchis in raport cu petii 
| Сб) = Gs) Ge) - P" Er 
éste" functia de transfer à: sistemului deschis, ` e 


Examinind expresiile (1.43) si (1.44) se desprinde co SA că stabi- 
litatea ІМЕМ a sistemului, atit in raport cu U(s) cit si (s), depinde 
de repartitia in planul complex à rădăcinilor, ecuației iara intrare- 


ieşire a sistemului automat ^ 


е 1+0=0 I2 ZEIT NETT 
Mi з. Ar usar n СА T Md 


js (1:47) 


- în care. K este factorul de il al sistemului deschis, Q(s) — un 
polinom de grad m>0 şi P(s) № polinom de grad и> m. Se presu- 

pune cá P(s) şi Q(s) sînt relat ti prime intre ele. Vom 'da in continuare, ' 

fără demonstrație, următor zultat privitor la stabilitatea structurală 

. а unui ѕіѕёет autoniat 4 novariabil, [A 3, 4]. 


Teorema 9 | (Aizej Gantmacher} Fie 95) 1 hurwitzian și P(s) cu 
factorizarea ` Cu | 


СЕСЕ . de) 


ET. A un. polinom hurwitzian de grad n— e cu р= ф + 24-7, 
şi a; = 1,2,. „@, bi >0, j—112,..f. 

„O pue necesará si suficientá ca sistemul automat cu structura 
din fig. II.6, b si (1.47) să fie structural stabil (IMEM) este satisface- 
rea următoarelor inegalităţi: О | 


1° $-Er&m-l 
„2 тп şi g conform tabelului 


“ P ые. ж, 135 


m -0 | m —par ` | эя — impar 
р—раг. |n>2p: тн >2р— 1 жя > 20р – 1)] 
р — impar е EOM данаа и 


- Exemplul 1.8. Se — podul rulant din fig. I.7, cu modelul matematic q. 1.66), 
(1.1.67) si cu funcția de transfer (I. 1.69). Utilizîind un motor electric de curent continuu, 
. prevăzut cu reglaj automat. de turație si un reductor mecanic adecvat, se cere să se 
determirie tipul de regulator care asigură stabilitatea, structurală иш а Bri 
automat de poziționare: a apucătoriilui. | 

: Dacă se foloseşte pentru acţionare un motor electric de curent continu Oiu 
cu | réglàj automat de turație şi cu un reductor mecanic de turație adecvat: нЕ асеѕі 
-"Ansamiblu icd îi рокыш и [B4], [Е 1, ргіп funcția de. qe „a 


А : i k Qu es 
cR. pad. ed s [E ул, . д 
"PME. Tusti > m 
în care Ем şi Тм sint constante cunoscute, i 2 AUS | 
; Pentru măsurarea poziţiei apucătorului. se folosesc u aductor de poziţie cu 'care 
'se măsoară poziția căruciorului şi un traductor de u cu care se. măsoară unghiul 


de oscilație al pendulului reprezentat de cablu si ap or. Acest ansamblu de traduc- 
„toare furnizează un semnal: electric, proporțional un poziția apucătorului, care poate 
ET 'càracteruzat prin factorul de sensibilitate kj. NS | 
În aceste. circumstanțe funcția de {талагы părții fixate a sistemului. este. . . 


х9 Re km kp 
STES + 1)(Tus d ГИ 


^ 


: E = Meu) Ga) 3 


n 


dna care „Ср аге: >- expresia, (LL 1.69] 

Vom alege, conform teorem Pai dé regulator astfel încât sitemi cu reacție 
‘inversă w să fie struct l stabil (IMEM). Se observă că $ = 2, 4* = 17= 0 
şi. р = 4, 

Tinind seama « de: со; pr 1° se obţine 2<т i+ 1. Se alge, m = 1. Confórm ч 'con- 
ditiei 2? rezultá RA Qa s 2 (4 — 1). Se alege n = 6. Cum Gp(s) este deja de ordinul 5 
"rezultă că РЫ ransfer а regulatorului poate. fi de forma ` 

NA EI T» : 
sag. dii А 
S QT cá pep Вр, ku; du: T» şi Тм sint dați şi dis numai 7 şi, T 
M: acc abili, ne propunem. să verificăm däcă regulatorul „adoptat poate'asigüra sta- 
bilitatea. structurală (IMEM) a sistemului automat. De exemplu pentru me =. 1000 kg; 
mg = 4000 kg, 1 — 10 m, g = 10 mjs?, ky =: 100 NIV, Тм= 1 s si k=l. Vim. funcţia, 
de transfer a sistemului deschis are forma | i 


СЕТЕ "ee in 
ОВА cata) а=. c p я за" ws 


^, 
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x 
х 


Polinomul роШог аге expresia: ЕИ тат 
A(s) = Ts + (T + 1) S + (5T + 1) s EXT + 1) 9 05970,17 600,1. . 
Aplicind schema Routh 'obtinem E : E: : КЕЕ 


Т т | '5Т+1 5 | 04 

ОР € sts uc. Sg. 0,17 

joe c0 F эы Г 0,1 

ECC IEEE RE Ol m T= 1) 

NLIS = A 

i T © THL 0 . буу? n 

boa T= 0- OORT, : ' i P y 
MC ME EM (^ 


Avînd în vedere că este dificilă utilizarea condițiilor а> 0 şi T MD deter: i 
' minarea domeniului parametric de stabilifate TMEM vom apela sie descompu- ' 
neri Q. ` 

. Ínlocuind s = jo în A (s) = 0 gi i pe^si T seo "urmátoarele ecuaţii 


parametrice ale curbei limită: e 
LAM А т = 10 ut 40% — ` 569 "m. 
: | І o? mM 
"1:0 ыа + од 
| А - E : 
обо? — 54V 


Întrucât trebuie să aibă loc si 
+ > 0, T > 0, curba limită L se ров nstrui - 
Toarte "ion fig. IL 7. ` 


| s 
1. 1. 7. Metoda. locului idi 


` 


Problema. ssengialt : em se rezolvá 
“ prin erste ui Tádácinilor este aceea 
a баета. formă grafică, а de- 
pende divinilor. ecuatiei caracteris- . 
Bee nine sire (1. 46) a sistemului àutó- ` 
ctura din fig. 11.6, b de fac- 201| 
torul 4; proporționalitate Ё al sistemului ` 
deschis, in condiţiile in care иы sa de 
trânsfer are forma | 


р æ 


2 6 810 727^ 


A M -. Fig. IL7. D І paramet 
-GG) = Gus) Gym MO. (149). dc stabilitate ІМЕМ la seme 
| : ' М); > plu 18. 


parametri | { І 
n conformitate c cu (1. 46) i și ( 1 49) rezultă polinomul polilor sistemu- 


A(s) = Мв) + EM), sec. 5 a. 50): 


Rezultatul pe care il oferă metoda locului rădăcinilor este așa-numitul 
l rădăcinilor. Acesta este locul geometric al zerourilor polinomului 
ilor A(s) (sau al rădăcinilor ecuației caracteristice ЕИ (1.46)) 
prezentat grafic: pentru & e R,. 


“Exemplul 1:9. Se consideră un sistem, automat de urmărire cu schema "Ku 
Bh. din fig. II. 6, b in care 3 | 


T à 
ба) =®„ Gu) = — 

, s(Ts mn 4). i NYC 

cere să se determine locul rădăcinilor - corespunzător acestui m. 

“Este ușor de văzut că ecuaţia caracteristică кш a sistemului automat 

онша |, 


| Ts + E + Е = : 0, Ө kukr. t 
asta are rădăcinile | ` Ф 


атата Ld 
NE (ghe 
e cix img PES 

: „ә К . | 4T 


Rezultă că pentru k e [0, 1/4 Т). ҳей, rădăcinilor se află pe semiaxa reală nega-. 
; cuprins între punctele — 1/750, iar pentru (1/4 Т, + oo) locul rădăcinilor 
ormat de dreapta paralelă c Sh imaginară care trece prin punctul, (— 1/2 T, 10). 
ginea^locului rădăcinilor ез tă in fig. П.8. Cînd parametrul E parcurge in- 
alul Ie * oo)^locul rădă rt este parcurs în. sensul indicat de săgeți. ` 
Privitor la stabilitate, fig. 11.8 permite să se tragă 
>? concluzia, că sistemul considerat este stabil ІМЕМ ` pentru 
orice k > 0 şi că gradul sáu de stabilitate nu poate fi 
mai mare са « ='1/27, oricare ar fi А >0. 


J 


-Pentru a putea analiza proprietățile. geo- | 
metrice generale ale B rădăcinilor vom 
presupune cá M(s) si -N(s) sint factorizate 
dupa e cum urmează: . ' 


мө = fit) ui (1.51) 


2 - 


СТ; Fon Locul rădăcinilor | : N(s) = Ц (s = ba) Е (1.52) 
| la dpa 1.9. DES 1 RE 


Li 


cu msn și 2,9 фа, a == 1, 2, .., m, B = 1, 2,..., n, şi cu menţiunea că 2, 
şi fg sint reale sau complexe; "dacă Za (sau f») este complex atunci există 
și un 2, (sau pj. : 
În aceste circumstanţe ecuaţia caracteristică intrare-ierire . (1.46) 
are forma. i 


зы еа бе ANE 
k Hl, sec, DOM 0033), 
Пе 20 ELS ож ILS Е 


„Fie s = PER A 20, 8 € R » Za be cunoscuti; Se pot defini sg 
г. fazori | 


Ez RE aÊ RF pe 2,. lom, "a ` (1.54) 
pde "i 8=1,2,. б (1.55) ` 
Jnlocuind (1. 54), (1. 55) in (1. că se obțin — douá Сев. 


k———— = LO RER, ^ (L56) 

TI Am ^ SON LL 

E QU S p ae C Р 
(бу s Qi. уя; ieR Е | | @. 57) 
Е K^ 


Proprietatea ci та a locului rădăcinilor este conținută 
. de ecuaţia (1.57), care este independentă de k. Conform ecuaţiei (1.57) 
se poate formula со orul enunț: s aparține locului rădăcimlor dacă 
şi fci dacă Tw Suturor argumentelor fazorilor cu originea în zerourile 
lui G(s) şi vă A X minus suma tuturor argumentelor fazorilor cu originea. 
în М, Tai syst vârful îns este un multplu impar de m. Această afir- 
mație sügereazá o posibilitate“ de trasare: grafică rapidă a locului rádá- ^. 
| 030 ei Sica orice G(s), dat in forma (1. D cu (1.51), (1.52). Ecuația. 
i 


citată sub forma . 


ES : po (1.58) 


P | T À 58 m ,139 


ceula 1. Pentru k == 0 rădăcinile- ecuaţiei (1.53) coincid cu polii 
(s), iar pentru Ё == + со, acestea coincid cu zerourile lui G(s). 
ntr-adevăr, eliminind numitorul in (1.53) şi înlocuind & = 0 seob- 


(s А] = 0. De asemenea eliminind numitorul in (1.53), im- 


tin: rezultatul prin А si fácind apoi k — оо se obţine TT (s— 50. 
Din această regulă rezultă că pentru Ё crescător гаш сиы 
dăcinilor. pleacă din polii lui G(s) si ajung in zerourile lui. Є{8). După 
е stie, printre zerourile lui G(s) sé găsește 51 |s| = ca. zerou 
ultiplicitate n—m.’ În consecință n— din ramurile locului rădă- 
lor ajung în punctul de la infinit pentru $ =+ 6.. | 

égula 2 Locul rădăcinilor este simetric ауа аха realá а pla- 


E. a s 


eficienți reali, ceea ce înseamnă cá pentru orice k € R,, rădăcinile 
X i . à * o. $ 
int reale.sau complex conjugate. o 


egulá 3. Un punct al axei reale Aparține locului rădăcinilor dacă 


1 ~ v . 
Într-adevăr, ecuația (1.53) este pecus ecuație polinomială. 


fiecare considerat cu ordinul său de multi- 
XM з 


| Өр, >T 
\? Bz Oz -e-2T 


Fig. 11.9. a = Locul rădăcinilor pe аха reală (regula 3); 
= Unghiul; locului rădăcinilor la plecarea dintr-un pol real (regula 6). 


; | i \ | 


Această regulă este o consedit directă a ecuației: (1. 57), fiind ñ fo 
o particularizare a ei pentru s situat pe axa reală. Dacă s, punct: a 
locului rădăcinilor, este situat pe axa reală atunci.contributia in (1.57) 
a unei perechi de zerouri sau de poli complex conjugati este 27 — fig. П.9; 
Dacă la dreapta (la stihga) lui s se află un zerou sau un pol atunci contri 
butia corespunzătoare in (1.57) este 7(0). Urmează cá s, situat pe a 
reală, aparţine, locului rădăcinilor exact atunci cînd numărul de zerouri, 
„și de poli de la dreapta lui-s este impar, deoarece numai astfel condi- 


tia (1.57) poate fi satisfăcută. 


~ Regula 4. Asimptotele celor p—m > 0 ramuri ale locului rădăcinii 
care ajung în punctul de la infinit pentru Ё = + oo, se intersectea 
toate într-un punct al axei reale, numit centru de greutate al locului таа 


cinilor, a cárui/abscisá este -.. . ., B Y n 
. tg "T бї 
$ —Wamje nm, 
ш n—m (is X Jj В у 
Directiile celor n—m asimptote: sînt... i ЖЕ M^ 
CEA IMEEM NM. | 
OW us e n>m, і = 0 TLLA m=i 
E i n—m ИІ ur 


Pentru à justifica această reguli se eh (1. 53 s sub forma. 2 


* 


Care pune in.evide x faptul că pentru Ё + со rezultă Js Fco. 

Efectuind.impártirea in primul termen din (1.61), pentru k suficien 
‘de mare Ка sil stei împărțiri poate fi neglijat, astfel cà. (1.61) este 
satisfaca m de шша еа шне polinemiala 


N a 
tie з э)” =: P ds д. = 0, av m ьо. . (1.62 
Aceasta admite rădăcinile” s(&), i = L 2. n—m, al căror centr di 
greutate situat pe axa reală are сЕ 4 


1 ‚п-т 


3 sen + А = 0, n>m, o c (1.65) 


c eei. e j : 2 
UE 21 иы, "da u 
e к” wem io, 1, eH m mi - (1.66). 
entru k — + oo rezultá Is] — + oo, dar cu agense speci- 
te "prin (1.60). А 


gula 5. Dacá o porțiune a axei reale cupri j două zerouri. , 

е ѕай între doi poli reali ai lui G(s) aparțin A иы atunci 

j€ ea se află două ramuri distincte care, lens anumită valoarea lui £, 
punct comun. Acesta corespunde unei rădăcini duble si se numește 


t de ramificare. În cazul a doi poli ге фан k crescător, cele două: 
ri părăsesc axa reală in punctul'de ramificare. În cazul a două 
i reale, pentru p crescátor, cele două: ramuri sînt continuarea pe: 
reală a două ramuri сате ajung pe ea în punctul de ramificare. 
bscisele x'ale di ode ramificare sint rădăcini ale ecuației 


m 1 ы 17 
T a -=0, x cR. 517 (4.67 
У 5, з. OI» X — bs | Е 67), 
castă re gula ste) consecință a regulii 1. şi a regulii 3. 

Pentri | ү e la ecuaţia (1.67). se porneşte de la faptul că ecuaţia - 
x) nde x este abscisa punctului de ramificare, admite o 
du rel dublă, ceea ce implică G'(x) = 0. Din (1.49), cü (1. 51), 

P logaritmare se obține 


in GG) = a k+ Emea- me pd 


\ 


Derivind aceastá expresie şi finind seama de G(x) = —1 șiG'(x) = 


47 


* 


-Este posibilă si existența unor puncte de ramificare complexe. Acestea 
+ se determină ca rădăcini ale ecuaţiei | 


— 


—y —L— 0, кёр, - (1.68) 
1^ c E , 


E : X | 
În general, într-un punct de ramificare s, intră 7. ramuri şi iés у 
ramuri ale locului rádácinilor. Valoarea lui 7 se determiná din condiţiile 


Gs) -E1—0, G(s)— 0... G5) 0, G"(s,) #0. 


Regula. 6. Dintr-un pol real, de multiplicitate ж, al lui G( [я 
exact n, ramuri ale locului rădăcinilor. Unghiul dintre. două Nramuri - 
alăturate este 2x/n,. Într-un zerou real, de multiplicitate т; CAD lui G(s) 
ajung exact m, ramuri ale locului rădăcinilor. Unghiul s ouă ramuri 
„alăturate este 2т|т,. ВР 

Асеаѕій regulă este o consecință а ecuației ( (1. IM s un punct al - 
locului rădăcinilor foarte apropiat de un pol real 2;/'de multiplicitate я, 
al.lui G(s) — fig..11.9, b. Se știe că pentru 59, contributia in (1.57) 
a zerourilor și polilor complex conjugati esten multiplu de 2x, în timp ` 
ce contribuția zerourilor și polilor reali este 0 pentru cei de la stînga și 
un multiplu de x pentru cei de la dreâpta. Cum 1,6 este argumentul | 
polului multiplu, rezultă: că față de gi realá ramurile locului rădăcinilor 


care pleacă din 5, au fie unghiðrile 9, = am, îi = 0, 1, p t, 
“dacă numărul de zerouri p poli reali de la dreapta este impar, fie 
& = = (2i di. D T; d <% 1, e n, — 1, dacă respectivul număr este 


n, 
par. În ambeleysit ial unghiul dintre două ramuri alăturate este 2n|[n,. 
. .Justifi asemanatoare, pentru cn unui zerou real mul- 
e al SA т | | 


ko ER e complex фь, de inultiplicitate 25, pleacă 
exac (Wfamuri ale locului rădăcinilor sub unghiurile 


К 1 т : Е 
а о Хаво 020—0 Dr) 
| EX Pen ` DE | 
CdeG6lem-l o 5 c 74169) 


143. 


is О ыз (170). 


cite fn apele care se bazează pe ecuaţia (1. 57), se procedează 
a regula 6. 


Regula.- 4. Dacă într-a -punct de rabies ajung 7 ramuri i pn el 
pleacă > ramuri (în total 27 ramuri) atunci unghiul dintre două ramuri 
urate. este п/у. În cazul unui punct de ramificare situ tite doi 

reali sau între două zerouri reale avem 7 = 2, ceea ze cana că 
nghiul dintre două ramuri alăturate este 7/2. - 


ceastă regulă este o consecință imediată a ecuației. 1 :57). Demons- 
a urmează dupá: modelul de la regula 6. 


TNNT | 
tegula 9. Punctele de intersecție ale locghüi rădăcinilor cu axa ` 
ară și ош e днн a lui, &'se obțin prin rezolvarea. - 


pei КУ 


А No) + АМ (а) 49 
ire necunoscutele sint e si А. xv i 
cuatia (1.71) s-a obținut dw (1. 50) inlocuindu-se s = jo. | 

О altă posibilitate de VERA linare mai întii a lui № si apoi a lui o 
“schema Routh. S elementele penultimei linii se obțin . 
rile lui & pentru care NE rădăcinilor intersectează axa imaginară." 


elementele antepe timei linii sînt a(k) si b(k) atunci punctele de 
secţie ale locului, i rădăcinilor cu axa imaginară sint rădăcini ale ecua- - 


o N M. 
ow a 
М 


o cR, К ко. 


e а) ЫВ) 0... С (72) 


“Locul rădăcinilor se parametrizeazá după valorile lui & 
relatiei (1.58). În acest scop, pentru diverse puncte ale 
dácinilor, se másoará direct pe “grafic modulele. А, œ = 
o m, Și App. В = 1,2,...‚ т, şi se inloritese in ‚© 38), din care 
vult apoi valoarea lui k.. ? 


] xemplul 1.10. Se consideră problema, de B exemplul 1. 9, in careG p(s) este neschim- 
:Gr(s) = Б„(тз + 1) — un regulator PD (proportional-derivativ). Se cere sá se 
rinine locul rădăcinilor sistemului automat de urmărire. : 


+ 


' П 


E ý 


Furiċția de transfer a sistemului deschis are forma” - 


s+ — s Й 
T т 
G(s) = i А = krkm = 
(+++ : 
| T 


-Sistemul deschis are un zerou z, = — ET şi doi: poli Ж = : 0, $.—— 1/ T. O ramură 
„locului rădăcinilor ajunge în punctul de la infinit de-a lungul semiaxei reale ` negative, 


Este necesar să se considere două cazuri. 


a) 0<т< T, „ceea ce înseamnă 20 < Pa, fig. II. 10, 
Segmentele dintre Pus Pa și zu - — оо aparțin locului pr te fiecare 


N DM i... 
i ` To T 


Rezol-rînd această ecuaţie se obține 


ћ<% = — 


Unghiul dintre două 1 ramuri suc cceli ve din. x sau din x, este 7/2. 

Ъ) т > T, ceea ce înseamnă, E 2 гу < фу, fig. IL 10, b. - 

Locul rădăcinilor este d umai din segmentele dintre фу, 2 51 f», — 00. 

‚ Comparind acum rezulta in fig. 11.8 cu cel din fig. II. 10 se trage concluzia c; 
| utilizarea їп cadrul sistemu vi'automat de urmárire a unui regulator PD .poate avea ш 
„efect favorabil у; ra K lùi de stabilitate al sistemului, valoarea -maximă posibilă. 


acestui ds QW cazul х= Буз sau 1/7 in cazul т = si nelimitată în cazu 
т = T. i 


"NP 
a Md | b 


ep m 


exemplul 1.8 саа 


. (IM is Ht 
à В k CE 

> Du Ga(s) = r Ts T 

*G.p(s) neschimbat. Se sie. fig. II.7, e pentru T — 2, T= -10 şi А; = 1 sistemul ` 

omat de poziționare а apucátorului podului. rulant este stabil ІМЕМ. Sé cere să se - 

términe 1000] rádácinilor acestui sistem.: i 


D р Е "n o9 
-=G opo SED o 1. РЕС И 
Е А ароз е еж 3) а < © 


In 5.21 = — 0,1, | Р = Ра = 0, Р = 0;5, Р, = — Pss = E ES 
Numărul: de: ramuri la. infinit este n—m = 6— 1 = 5. segmentele, eue intre 
zy şi Pa, :— oo aparțin locului rădăcinilor. , 

trul de greutate al locului rădăcinilor are abscisa — 0, 28 şi done ce celor cinci : 
imptote sint 8, = m (22.25 1)/5, i —0,.:,4. 
Din polul! real dublu фу = f$, = 0 „pleacă două, ramuri ta e ;la axa imaginar 
“tind la'asimptotele cu :0).— 36° şi 0, = 324°. Din polii y 4/5 si pe = — jJ 5 
că cite o. ramură respectiv sub unghiurile Ө, = 108? şi a 252°. Locul rădăcinilor, DE 
cărui formă, este dată in fig. II. 11, nu are nici un pu de ramificare. * 


4 ` k=+.00 | Е 


IPA 


р: 


K2400 


i 


EU de intersectie cu axa imaginará se determiná cu ajutorul pee car 
teristice intrare-iegire. UC 


561 1,5 s5 4 5,5 5% р 7,5 59 + 2,5 52 -- ks 4- 0,1 А = 0, 


în care se înlocuiește s = jœ. După calcule elementare rezultă sistemul de ecuaţii | ' 


O8 e UST cM 5,5 et —25 of +0 k = 0 
QE. e LS o — 7,5 o? 4 0 


„Rezolvind acest sistem . se obțin soluțiile ÀR—0;o0-0,o0-—- 45 5 și k= 

= + 0,59. Íntrucit k = 0,5 5, rezultá cá sistemul automat de pozitionare a 
torului este stabil ІМЕМ pentru k,e (0, 4,9). Gradul de stabilitate ІМЕМ йр 
depási o anumită valoare атат. Este vizibil că pentru k, > 4,9 sistemul devi 
în primul rînd datorită faptului că, locul rădăcinilor are două ramuri care etrează în 
„„semiplanul drept. Acest inconvenient este legat de tipul de regulator 
cum se va, vedea la ТУ.2.1.3 prin utilizarea, reacției după stare, este ibilă obținerea 
unui sistem automat de po zii lare a apucătorului cu. grad de : агытат. 


1.1.8. Зана ао — U a 
Prin viziunea овај аѕирга dependengi zerourilor polinomului 
„polilor de:factorul de.amplificare al E i deschis metoda locului : 
rădăcinilor poate fi utilizată. pentru stábilizarea ІМЕМ а sistemelo 
automate monovariabile şi, mai mult, ot realiza performanţele impuse 
acestuia, privitoare la răspunsul , să indicial. 
Уот arăta in continuare, En jătorul unui exemplu, care este efectul 
introducerii unui zerou, res ‘а unui pol suplimentar in funcția de 
transfer a. sistemului ec asupra formei locului rădăcinilor. 


"Exemplul 1.12. Se consider un. sistem automat, cu schema din fig. п. 6, b, in care- 
Qu m p dox" B R 
ы = — Le ee 


а 


rapari 


fine locul rădăcinilor si apoi. să se studieze ce devine acesta SA se 
TN gin respectiv un pol suplimentar la — 1. i 
anhi d regulile de trasare a locului rădăcinilor, pentru sistemul inițial ipeo rădă- 
cinilor are imaginea dim fig. 11.12, а. 


Prin introducerea unui žerou. la — li in funcția de transfer a sistemului deschis aceasta: 
devine 


Е g Е U на ылла 


s(s + 2) (s + 4) 


Ж g 


AME S 
К=+о 5c o, Sl 
A c i К „kzt | Б m E: : FE 
Fig. п. р, Locul rădăcinilor là exemplul 1.12., laj; după introducere MS zerou lacer un 
EE dupá introducerea unui Pel la — t; eS 


Locul rădăcinilor are forma din fig. 11.12, Б. Se temara pu că în dcest fel s-a, 
obţinut un sistem automat stabil IMEM pentru orice Ё Aceasta зе explică prin 


aceea că, pe de o parte, locul rădăcinilor s-a deplasat stînga (centrul de greutate ` 


s-a deplasat de la — 2 la — 2,5) și, pe de 'altá Past prin reducerea numărului de 
ramuri care ajung in punctul de la infinit de la treia două." 


Trebuie să. remarcăm faptul că nu orice n Suplimentar are un. astfel de efect. 
b 


De exemplu dacă se introduce un zerou la — scisa centrului de greutate devine 


Seg = + (— 2 — 4+ 6) = = 0, ceea ce esté m ivalent cu o deplasare spre. dreapta a 


'. locului rădăcinilar, Dacă, se аке. ereu la stînga lui — 6, atunci Seg. > 0 si sis- 
temul automat poate deveni insta T н И 

К - Prin intróducerea! unui pol AE in im de transfer a sistemului deschis, acestă P 

devine i 


Я NS | | 
е Wa м k i * 
X ЕЕЕ 


nbus сіг are forma. din fig. п. 12, с. Se remárcá faptul că locul rădăcinilor 


-la infini itatea-IMEM este influenţată negativ „deoarece sistemul automat este: 


bi EM numai pou ke(0, 14,5) (spre deosebire de situația iniţială pentru 
ST) 48)). 

9 e ns 

. -Pentru a vedea cum se poate aplica. metodă locului rădăcinilor în 
proiectarea. sistemelor automate, vom face mai întii unele precizări 
privitoare la modul în care trebuie formulată tema de proiectare 91 la 


` etapele pe care le b d proiectanti 1 in rezolvarea problemei sta- 


hilizării. 
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te dreapta și că a crescut numărul de ramuri care ajung în punctul de - 


| Prin 1 teu de proiectare а a unui sistem automat monovariabil trébu | 
să se precizeze întotdeauna următoarele date: | 


„1* Instalaţia. tehnologicá automatizatá ca sistem (ceea ce барис 
definirea mărimilor de intrare: comenzi și i perturbații, a mărimilor de 
ieșire și a relațiilor. dintre ele). ` 


2° Mărimile reglate, adică acele mărimi ale instalaţiei tehnologice, 
care trebuie să aibă o evoluție prescrisă in conformitate. cu anumite 
mărimi prescrise (constante sau variabile în timp). © 


3° Performanțele . pe care trebuie să le realizeze sistemul Ts B 
"regim tranzitoriu $i în regim staționar sau „permanent, definite pe ÎN 
“unor criterii de performanţă (uzual: sé precizează anumite valori 
- indicatorii performanţelor definiti pe baza răspunsului” alei pitt 

Pentru rezolvarea temei: de proiectare se parcurg пио etape: 


or compo 
ală a intre- 
Se subintelege 
de însăși natură 


1° Se scriu ecuaţiile care guvernează funcționarea pă 
nente ale. sistemului si se determină schema bloc КЎ 


ЕШШ sistem.. Aceasta este baza procesului de proiect 
"că elementul de execuţie $i traductorul sint determina 
procesului. automatizat. ? M 


2° Se analizează stabilitatéa IMEM a. sistemului automat (prevăzut 
„cu tipul de regulator pe care experienţa in eniu l-a impus ca fiind 
cel mai potrivit) 5 сүс, se deterfihă domeniul кшш de 
stabilitate. ". S 


3° Se realizează” ааа. si шш automat prin бй аг 
adecvată a parametrilor si, dacă) aie necesar, a structurii: regulate, 
Tului, în scopul realizării p ete n impuse. 

Spre deosebire de alte nie Ode de stabilizare a sistemelor automate: 
liniare: monovariabile, „me oda. locului rádácinilor are avantajul esential 
„că permite să se fină seama de cerinţe cantitative impuse răspunsului 
indicial al siste automat. Din punctul. de vedere al stabilităţii 
E A ам se. impun douá condiţii: Р 


TO re i suprareglarea в, adicá 
M MP е Ж Е (1.73) 


Р 


dide PR este suprareglarea maximă admisibilá, si 
° privitoare la. durata /, a regimului trânzitoriu, adică: 


EZ < ts паг» А А Т (1,74) 


unde L mas от dune maximă admisibilà a. „regimului tranzitoriu 


+ 


149. 


| = I, 0 « t < 1. 
tract suprareglarea в depinde. numai; de Factorul де auon eare C 
v. fig. 1.20) si că această dependentá este de tip. monoton descrescátor, е 
ezultă cá (1.73) este echivalentă cu ; 


C> mins E К Е D A СЕО 


nde (am n factorul de amortizare minim  admisibil al polilor domi- 
anți. Pentru 6 = cos Y, cu [c < < 90°, a (1.76) S echi- 
alentá cu. ie | SE 


ub un [йыш Те БЕ; (1.77). 


de Y, definește sectorul maxim admisibil in ca sit pot afla polii - - 
ominanti ai sistemului, fig. 11.13, conform € dei (1.73). Relația ~ 
intre Ymar si maz se poate stabili cu ajutorul Sa dintre бш ŞI Omaz 
relația 1.6. 81). După кш, elementare: rdi obtine 


e o ` (1.78 
09,86. (20318 oma. MI 


tq : о 
duis realizarea unei rapiditáti cit 
тај агі a sistemului se.alege. soluția 


1-72 E Famas (cu Yi. cît mai apropiat de 
| „NE таа} dacá dominanfa polilor Aia are loc 
хў “fără erori importante: atunci se poate adop- 
N“ ota Fo = Fraz), ceea ce corespunde Ја 
a о > бы, fig. 1. 13 — - semidreptele (ăn) 
Și (da). 
^... Condiţia, (1. 74) se ia. in сабына си 
ajutorul fig. 1.20. Pentru t deja adoptat 
se determiná timpul de ráspuns adimen- 
sional t, Timpul real de răspuns trebuie 
să satisfacă condiția Te : 


& 


-jono V19? ' a fa = gm E dnas | (4.79) 


[ 


7 


ig IL.13. Poziţia polilor domi- ` . unde. Ong. este p ulsatia natural a- COTES 
anți care _ satisfac coridițiile- ‚ punzátoare polilor .dominanti, care se 
^(173), (1.74). „determină chiar din (1.79). к, 


` 


Se obține ^ | i 


Tai 


Ony -= On min? р ` 


H е 8 тат 


unde », min, este pulšația naturală minimă admisibilă a polilor domi 
nanfi |. | 
Întrucît Арт = c rezultă că top poate fi măsurat direct pe semi 
dreptele (d1) si (də) din fig.. II. 13. Conform conditiei e 39) poli domi 
A, = == ze А + WI- = ©) 


пап{1 adoptafi 
SS, 
-trebuie să se situeze pe porțiunile trasate cu linie continuă al 
dreptelor (41) si (d;). Valoarea. lui cap nu trebuie să fie totuși pri B mare 
pentru ca. polii (1.81) să nu-și piardă caracterul dominant 
Р Рош dominanfi ai sistemului automat fiind stabiliti, s Se dee functi 
de transfer a- regulatorului, Gy (s), astfel încît funcția Хе а sis 
temului automat să poată fi caracterizat tocmai ` pun polii. Mm 
(1.81). 
. Vom ilustra cele de mai sus printr-un -— 


Exemplul 1. 13. [Е i Se consideră un sistem avtomak cu 


М s без) = та А 
p eum i s i 


Se impun Omar% = 17% şi la тат = , 
Se. cere să se determine funcția- de Ts Ggn(s) a regulatorului care PE reali 
' zarea performanțelor impuse. М А 
Pentru стат = 0,17 din fig. I, 269% din (1.78) rezultă (min 2 0,5 şi V nas A д 60°. S 
adoptá t, = 0,5 şi Y. = = 60. Di 1.20 'se pei Ts = 6,25 si conform. condiției f 
(1.80) în care onmin = 6,25/3 ‚1 s, se adoptă. ово = 2,2 sl. 
Aşadar polii dominanfi y care ar trebui să-i aibă sistemul. automat astfel încît 
condițiile pise o fie; x ácute sint : 


л 2=22(- 0,5 10,87). 


dw | | 
Era T" «s idea P cu Ga(s) = = Ер atunti funcția de transfer a sistemului: 
deschis еч i ‹ 


МУ. i Же ` 
WO CN NEN = : 
D E FREE PIPI Ыыы i 


Locul rădăcinilor acestui sistem este — in fig. 14, a. 
Se observă că oricare ar fi k > 0 sistemul automat nu poate avea poli. în zonele 
admisibile АВ si LB. . ` А 
Știm де la. exemplul 1.12 cá dacă se introduc zerouri si [satu poli suplimentari în G(s) ' 
locul. rădăcinilor se deplasează spre stinga sau spre dreapta. În cazul de faţă este nece- 
sară o deplasare a locului rădăcinilor. spre stinga, fără modificarea majoră a formei. sale, 


4 


Ron dec DE | 151 


IL 14. “Locul rădăcinilor la exemplul 1.13, (a); după que unui zero là —1 
E - şi a unui polla —20, (b). 


el încât таей Cs C' ale locului să, intersecteze s E ав. E T€ A' B’, 

4, a. Pentru aceasta este suficient să se i ducă 'un: zerou la :— 1, care să т 
mpenseze polul 14 — 1 existent in Gp(s) şi un îndepărtat, de exemplu; la —20, 
să; deplaseze suficient spre. stînga punt dácinilor. 
дат Ғопсна de transfer a regulatorului este; 


co xS 4-1 3 
: Vai T os cr. F 
Send NT Б + 20° 
de. Е, se va alege astfel încât sis M attomat să aibă polii doiminanti х, " 


kac 


du aceste condi p functia e ansfer a sistemului deschis este {| i pum 


B 


k= 259, 
лл л E T 


t 


ias ET 


VORNE are forma din fig. п. 14, b.. 


locul. em 
m á locul rádácinilor intersectează, segmentele: AB şi 4 B" se rezolvá 


"Gg d I So a Є ^e E: pas 
„В = -a tg 60°, ' m | 


EN 


tor intersecţiei dintrè locul rădăcinilor; şi semidreapta OB. Se obţine soluţia 
[9 şi 8.= 104/3/9, ceea ce înseamnă «gg = —4aB-- B? = 2,2 s3, adică chiar 


area adoptată a "pulsatiei naturale corespunzătoare polilor doniinanţi.. Valoarea lui В ^. "4 
espurizátoare respectivei intersecții se' calculează ` cu relaţia |G(a + jB)! =1 din 
e:se oong, 


= 14 jB] le 25 il |2 +20 +i] = = 100, 
m k = 12,5 x rezultă Rb, = hs 


şi 1, = 2,6 s. 


Unghiul: polar al mașinii sincrone, care este definit ca decalaju 
` unghiular dintre cîmpul învirtitor rotoric si cîmpul invirtitor stat 
- depinde de valoarea curentului de excitație, de tensiunea là born 

puterea activă furnizată. - În condiții: normale: de funcfiondre а 
sincrone „ca VERRE aceasta Hrehuie să furnizeze si о putere) 


batii (de з variaţii ale puterii pum 
depășească. limită de stabilitate și generatorul să iasă din sincronism: 
Acest inconvenient poate fi înlăturat printr-o reglare automată a unghi 
lui polar; care, nu numai. că lărgeşte domeniul de stabilitate pin 
la 150°, dar angura. Şi o stabili re a acesteia cu шш. 


admisibilă. 


Schema Bloc funcțională аай automat de reglare a „unghiului 
Yeste reprezentată în fig. 11.15, în care m 
este momentul motor al fürbinei; ma — шашы electromagnetic al. 
generatorului; o — vi да un-, 
ghiulará ; / — Ses de i- 


rbinei, şi С. 


polar a unui generator sinc 


nertie. КИТ 


Generator HC — tensiunea 
at 


orului ; us —. 


Ja Боп ger 
tensiune: Жүр са 


unghi 8, furnizată de 


_traductorul . de. unghi polar ; 2 

uo — tensiunea de .prescriere 
a unghiului polar; za — ten- , 

' siunéa йе. comandă a. redreso- 
rului comandat Sl ио, fe — ten- 
siunea si curentul de excitație. 


"1.1.9. Aplicaţie: йоу automată a unghiului polar · 
„al unui generator Sincron -. 


- 1 — regulatorul; -2 — ~ redresorul : comandat; 3 — genera: 


"O verificare prin. simulare analogică | sau- numerică га, soluție sabia e: 
^. firmă justefea ei; -în: sensul. că: performanțele саге, se obțin, sînt: 


ES 


bruscá a unor peras 
bsorbite de reţea), să se 


ХУ 


Reţeaua da 
putere infinită: 


Fig. 11,15. Schemă bloc funcțională, a sistemit 
wi de: reglarè ` automată a unghiului polar a 
unui ‘generator sincron: 


torul, sincron; £- = tradue torul de unghi : polar, 


=; Ca (^ tranh 3) . | | чып 
s йу = Cate sin 8.` К nn we 3 (1.83) - 
dià , | M И T 
== Onla Mı — Mg) — Cae —— 1.84 
de о, al ч 2) „Cats di! | ( ) 
. | T p $ Eu P xc NE E lo: 
2 | die gs X s= eL, De. хў : 


numărul de perechi de poli; X, — reactanta ratito; 
iteza unghiulară nominală; L, — - inductivita E atoricá ; ‚> 
valorile nominale ale tensiunii si curentului oric ; 

. 


a= » | Х,= ә, Dh, а NUM 
ай Um S LL 


-reactanta relativă rotoricá; с — có мы, de scăpări al cúpla- . 
magnetic rotor-stator; L, — induc tea rotorică ; U,, ȘI Inn — 
le nominale ale tensiunii și rni i rotoric ; M, — inductivitatea . 
ualá: rotor-stator ; . 


| P А, д | MM. 
E aa = (1 — в) X, » ELM т, =H, Е 
Roy PT, ET 30,1, anp? | 22 


S COS 9, , | i 
Cg =. ~>: } zog xou AUS? 
L^ к те 


constanta de imp i pornire; .. PME i es 7 
ta ait putere nominal Si än —alunecarea i in regim asincron, 
fhinală. 


vie ; 
catie бүт. 82), (1.83) sint neliniare. Pentru a putea: aplica tehni- 
enne vom liniariza aceste dond Fonai în mai multe puncte 


ids опаге. 
t 


ru termenul neliniar х = $ sin à putem scrie in mici abateri : 


Ax АЗ + ааа Оз (85) 
j (5) (5), к со 


Ama ey + 4 să АЗ = . e (Ads: sin 5, $ izo Ад cos s à). (1.8 
X 272 Jo 28 Jo E 


‚ Ínlocuind (1. 85) їп (1.82) " (1. 83) cu (1.86), dpi c calcule relat 
simple care constau in aplicarea transformării Laplace si elimina; ea 
transformatelor mărimilor Ai, şi. Am, se obţine ecuaţia. 


{А} = Gal e [e fiw) + Gal s) {Am} 


in care - 3 EM К l е 
| ia ACU at aaa DOP 
>, ; 58 4 as? + ass T P i КА 
К. Gals) = ka(s + bi), ©. К 


: а, == б + scs dg = сга F C1CaC3C4 Sin? Bo + оул dao COS 80, 
“da = oqCalaculizo COS до, Ёз = GC CoC4 sin. à, b = с, 

v | : `Ёзү = leyes sin NS > | | 

 Avind i in vedere cá redresorul coma "o «$ traductorul de as pola 


sint satisfăcător reprezentați prin funțțiile. de transfer. 


| ps die, 5 
Gs) = 
Kx S + 66, 5 | 
"s _ to 0... 
"m 54+ 100. | Е 
Ея cá schema de structurală” liniarizată a diste adui de regl 
“automată a ung naf polr are forma din fig; 11.16. În această structură 


iom i cazá să se determine in } condițiile , in care Gals) 


Fig. AT. 16. Schema. bloc: айша liniarizatá a, Jaenal aè d automată a 
; unghiului polar. 


t 


Li 


şi Cu(s) depind de punctul de funcţionare -al E in: speţă 
de бл Si Хз. Acesta. din urmă, conform cu pă 83), ериде de mo prii 
| relația | : ds ; 


| а sin до £1 Sin д0 


Pentru un generator | sincron caracterizat prin P =i X= 1T, 
= = 314 571, o = 0,2, X, = 1500, Т, = 2350 s, cos Ф, = 0,8 si a, = 0,01 
E i” pentru punctele. de funcționare pre = 20°, mo = 0,8; 60°, 0,2; 90°, 
0,2; 120°, 0,2, coeficienţii și polii funcţiilor de transfer Gy(s) si Ge) 

' au valorile din următorul tabel. MS 


| " К 5e 


Dach 


a ay ag | Ёз 


20° | 0,8 | 3,96 | 9,05 (115,2 |.94 | 8,54 1,05] 4,8 |—0,87 jets — 4,52 — j9,72 
x V H 
60" | 0,2 |0,39| 9,12 | 88,9) 512222 | 105) 1,92]-—0,0717-4,55 + j8,26| —4,55— j8,26 


90° | 0,2 [0,34] 9,00 [1058/0 [25,00] L05| 163^ 0400 |—4,5 + 19,12] —4,5 —j9,12[. 
к; ‚064|— 4,55 + 7,7 |. —4,55— 47,7 


`120° | 0,2 | 0,39 з 79,7 |— 5,12 [22,44 Lui 1,92 
| Din acest tabel este evident că o ae cu creșterea lui 3g gradul. de 
stabilitate IMEM a generatorului д ron se reduce. Pentru ô> 90° 
acesta este instabil ІМЕМ; Confor teoremei 9 este posibilă stabilizarea 
„prin utilizarea unui regulator iy funcția. de transfer | 


Gas) E se | is кер? | (1.92) 


t, 


вавек е precizia sites da automat în regim. staționar 
impun: c ш să aibă o comportare foarte apropiată de aceea . 


a 
a unui г m tor I (proportional-integral). Acest lucru se obţine pon 
a apropiat Sew Si b>a, de exemplu pentru a = 0,025 şi b = 2,5. 


aces т! conditi шс» de transfer a sistemului deschis, în до == = 120°, 
Tao Nare нен E | . оону a 


eu p 

150-822 2 ls + 25). К 

E + 0 023) (s -+ 66 5) (s + ш) Bp С +11, TES 186 3 
Pu. i | EE эъ 


: ^ Local rădăcinilor, fig; 11.117, аге... 
două puncte de ramificare, dintre "E. 
сате unul între polii 0,062'$1 —0,025 : ` ` | 
. Si cinci ramuri care -ajung in punctul. 
ела infinit- pentru k=: оо. Ím- 
punind. conditia ca rezerva de sta- 
bilitate să fie ap. = 1,5 rezultă $ = ` > 
= 22,68 -kı = (2—2,5) 104, сееа ce 
înseamnă -kı є [900, 1100). Din 
fig. 11.17 se observă că pentru: k ==- sipi 
== 25 000 sistemul automat are două -100 -66,5 
perechi de poli complex conjugati | 
caracterizați prin Yo == 60°, ceea ce 
înseamnă $ = 0,5. Așadar se „poate | 
| ра kı = 1100. | ын PN 


/ 14. Sisteme discrete in timp ` 


Я $i 
Fig. П. n ger rădăcinilor sistemulu 
t 


Tehnicile care se vor expune - în de reglare omată a unghiului polar 
D 


continuare sint aplicabile atit pentru ^ | 
studiul stabilității asimptotice, cit ` (9 mi E 
şi pentru studiul stabilității IMEM. Conen teoremei 8 de la I. 5 si te 
oremei 16 de la 1.6 cele două tipuri de Stabilitate depind de reparti: 
in planul. complex a zerourilor poli тїшїшї caracteristic, respectiv al 
polinomului polilor, in raport cu бетсш .de rază unitate. ^" Ei 

În scopul realizării unei t adiri unitare a celor douá tipuri de stabili 
tate vom incepe US o definitie şi două teoreme care rezult 
din aceasta si teorema 8 N 1.5 si respectiv teorema 76 de la 1.6." 


Definijia 2. Polino 


APP + " a E xen i Ag at J da, 2 eC, c (1.94 
cu ai Ri pns Й, si 49 > 0, „бе numeste convergent dacă toati 
TS Sale E situate în interiorul cercului zp=1 ; | 


| Pt Sistemul лый (І. 5. 37) este asimptotic stabil dacă 
$i num i dacă polinomul caracteristic. al matricei A. este. convergent 


“Teorema 11. Sistemul dinamic (1.6.82); (I. 6. 83) este stabil IME 
dacă . şi numai dacă . polinomul. polilor. este. convergent. 
“Ca. si in cazul sistemelor continue vom demonstra. mai întii o condifi 
necesară ca A(2) să fie convergent, ~ Pos 


* 


Teorema 1 12. O conditis necesară: ca A) să fie convergent este ca 
A(1) > 0, (—1)* A(—1) 20, |а: о (1. 95) 
D. Zerourile №, i = 1, 2, .., n, ale polinomului A) : satisfac condi- 


2 Ше |A,| « 1. De aici rezultă că Я AQ). nu are пісі un zerou pe аха. reală; 


| pentru X€—1lsixz1,ceea ce înseamnă cá A(x) nu are nici У variatie 
„de semn respectiv in intervalele. (— oo, —1]: si (1, + оо). Așadar 
(—1 A(— оо) > 0 si A(4-00)7 0, ceea ce. implică 9 A(—1)» 0 
si respectiv A(1)>0. 

Pentru a demonstra a treia inegalitate din (1. 95) vom „utiliza ultima. 


formulă Viète, adică . >. E. 
i | ГОР an A к 
M: ecc р” QU 
[бос : ESQ c ; 
Q Т 
-Trecind la valori absolute in aceástá egalitate si dimid seama ‘de pA 

faptul:că | Xi f e] Ae] * .. CPI: <1 rezultá imediat şi. de a treia ine- 
SE | mE | К А BEEN | 


42,1 Utilizarea transtormării ае Кы ; ЕЕ: 


"Există posibilitatea studierii stabilită P asimptotice. sau.a celéi 
ІМЕМ: a unui sistem discret in timp | d ajutorul tehnicilor polinomiale 
„cunoscute de 1а sistemele continue in їр. În acest scop este necesară. `- 

utilizarea unei transformări care заар o corespondență biunivocă 


între cercul de rază unitate din.planul z și axa imaginară din; „planul e - 
O astfel де transformare EH Phe det 
Q^ 2+1 1. E | 


К ез 5 | ut | 
cunoscută sub singe e irănsformarea omograficá. ` 
: Ea are propr tot ea cá transformá interiorul cercului unitate ais 
„planul z i ла anul sting din planul s. | 
. Tran ofa inversă аге expresia ` 
_ 1—53. 


NS 
| E +s 
| 1100684 (1. 2» in (1. 94) : ѕе obţine dl. : 
A(s) = Aet Ау” а A. as H An (198) 
. unde A, 1=0,1,2,..., n, sînt coeficienți determinabili. În virtutea 


proprietăților trassformárit omografice se те enunfa. urmátorul 
rezultat.» "EE т 


z-l. 


y (1.97) 


158 


2 eorema ^ 13. Polinomul : (z) este convergent dacá și numai, d: 
polinomul . A(s). este. hurwitzian. | 


stabilitate IMEM a unui sistem discret în timp -atunci in A(z) sef 
schimbarea de variabilă z — 7z, 0 <7 < 1, ceea се permite determinar 
localiză. ii zerourilor lui A(z) în raport cu cercul а |= r. Rezerva de- st 


bilitate se determina CU Amin = 1—/. b 


1.2.2, ——— Е ТГ Е 


Schur si Cohn au enunțat un criteriu de convergență a polin 
A(z), analog criteriului Hurwitz, care se: bazează pe faptul că dm 
determinanti, ale-cáror elemente sint coeficienții lui AG), sintypoziti 
sau negativi, [F2]. ШЕ qv 
Numărul: acestor. determinanți este 2n. О simplific importan! 
a fost introdusă de Jury [J 1], in sensul cá numărulide determinat 
necesar a fi calculăți a fost redus 1а n. Vom da i Continuare, fă: 


E acest rezultat. к xe 
Fie matricele | . + "S Ro s 
i VILE AE us ў - 
D da ån’ "ар д ` NE dE ао. 
i 0 a E Ta S a etd 0 
EE EE EE 
ANNE : A I EN. 
0 0 d Ж ао: +0, 0. 
2 determinantii qM | ИИ | 
cy = det (A, + By), aa det (4, — Bj, : k= , 2, :.., A. 


-Teorema 14 Sc or Jury) о conditie necesará si suficient 
ca a polinomul g$ 2 fie -convergent este. ca . Da 


ais орбо а> 0. d, >0,. & <0, d, <о, n q. 10) 


репіт S pé Sá c "RUE ade 
do di: <0, PES da>0, ns ке TE (1.102) 
pentru n impar. . — 


Exemplul 1.14. Se consideră un sistem dinamic discret în timp al cărui: polino: m 
caracteristic este A(z) = z* + a,z + as. Să se determine în planul (ау, a) domeniul! 
parametric de stabilitate asimptotică şi domeniile corespunzătoare situării zerouril 
în interiorul cercurilor de raze 7 = 0,8, r = 0, б gi r= 0,4. E 


^ ET 


7 


ty 


sa 


Pad А à E К. 
х 
И 


„serie 
„jet ea 1+. ау 
‚йа 
| DU e 


uet t өст 1|_ 


» —1 :5424- 
= ай — аа+а,—1<0, 


din „Care. „rezultă ;inecuațiile. 


Fig. 11.18. Domenii parametrice pen- Ds razei 


- tru diferite rezerve de stabilitate la "P Р d. 
jog e юа ОАО эы, шщ а> a-l E 
E Lu NA de i | DLE vU 
. “Pentru a găsi domeniul pentru care zerourile lui A(z) sint si interiorul 
» cercului |z| = 7, 0 <. rss 1, vom face schimbarea de variabilă z —'r d Арш) = 


уа 


pu + did + аз. Din and „9 «0 și | da < 0 se id inecuafif 
| аа = T UESTRO uv e . ; 
а, > iic a nc ași PES NA 
аз > ra, — n, xO 


Domeniile corespunzătoare lui y =1, у= qe S s = 0, 6, r= D 4 sint reprezentáte 


i dn fig. ПАВ. 
T d 


2/124. Criteriul еу Blana a v^ lana Pi 


.. Avind în vedere utm Ше. de calcul pe саге le presupun condi- . 
iile” (1.101). sau (1:102),05-au, căutat rezultate echivalente mai simple, - 


. analoage сес Ro h. Un astfel de rezultat a fost enuntat de Jury 


‚51 Blanchard a format 'apoi de alti autori in citeva: variante 
шок à bază constă in construcţia recursivă. a unui sistem 
de poli e au toate același număr de zerouri în interiorul cercu- 
lu. H atat pe care se bazează procedeul de constructie este 


mita." | | | 


S ш 15 (Rouché). Fie P ) si Pi(2) douá polinoame care pentru - 
|2 | = 1 satisfac inegalitatea |Р@ | > 1Р2 )|. Atunci P(z) şi P(2) + 
+ Pu(2) au același număr de zerouri în interiorul cercului |z|= 1. 


D. Fie polinomul Q(z) E 3P() + eP,(2), cu -0Osesl, ale cărui 
zerouri sînt funcții, coritinue de ë; Pentru e luind valori ide] Ја 01a 1 aceste 
zerouri pleacă din zerourile. lui Pp) Și ajung în cele ale lui P(z) + Pi(z). 


А 


"160 


în snt cu а. 99) (1. 101) putem T. 


` Pentru nici o valoare a lui e nu există un zerou pe cercul |z] — 1; deoa- ` 
rece pe acesta ar avea. loc Р(х) = —eP,(2), adică |P(2)| < Pie), à 


ceea ce ar contfazice ipoteza. Ín aceste condiţii pentru є лы е 
la 0 1а 1, fiecare zerou al lui P(z) situat în interiorul cercului'|z| = 1 se 
deplasează spre un zerou al lui P(z) + Pi(z) si in acest proces nu se 


“poate ajunge pe cercul |z |= 1. Aşadar, fiecărui zerou al lui P(z) din inte- : 
riorul cercului |z | = 1 îi corespunde un zerou al lui P(z) + P,(z) situat 
în interiorul aceluiași cerc. Întrucât: pentru є luînd valori de la 1.140 ` 
are loc și-implicația inversă, rezultă cá. teorema este adevărată. | BE 


E polinomul, 
E4 Е d А ` 
De) - = ЖА [== ayz” + 4.12") Ius 2+ az n lor E 
| мз 
numit $olinomul transpus al polinomului AG) relatia ii. 
„Cu polinoamele: A(z) $1 Р(х) se construieşte poli omul 


i SH 
s S 
Ж} 


р; = аш, — ай, зб 


Teorema 16. alti A(z) es E dacá PE numai dacá 
2 497 |ar| şi А) este convergents | 

‚Б. Polinomul A.(2) poate, e. capia și sub forma A i, ғ): = 
= ag A(z) — $i (2)],- unde e 
are loc^l/z = 2 si deci · POL = |А(8)|. — |A(Q)| = TAG Rezultă. că 
pentru |z|— 1 are 167 valuarea - 


Ў, СЕ le 1р@ = ler da ©. tis, (1105) | 
i Sufi ds num 492» |4, | rezultă cá 0« gjel « 1 şi, din (1. 105), 
obtinei | е)! < A(2).. Dacă A,() 'este convergent. atunci, conform 
teore 545 A (z) este convergent, - f ; | 


мешва. Dacă A(z) este convergent atunci, conform, pd 12, 


4977 |4, | şi O< |e.| & 1, respectiv |eD(z)| < A). În virtutea teoremei. 15. 


A.(2) este convergent. 


Rezultatul precedent permite construcția: recursivă a unui sister 
de нн A(2),. AD, A2(2), ..:, toate de gradul n, unde A,(:):se 


161. 


= „јао. În. orice -punct al cercului |z| = 1: 


A(z) = aA (z) — da D(z) = boz” а Буг" u Ke + 5 41.104) i 


? 


еї 


| 'obfine din Ale); ada cum As) s s-a a obfingt din- AG) TT m: га: Coeficientii - 
acestor, polinoame se ` “calculează гап schemei Jo Blanchard: . 


‚ 162: 


gs "M ams M qmi. 


FO LE т 
Doja co inu caa 
А) | з зс `% 
Ріг) bni.. Выз Em 
As(r) Co . й | Ci ` US Ca 
Ds(z) Cana СЯ съз E Cn. 4 
AH s a. са 
Р, (2) . % 6 C6 | е0 
Asa) | fo fi 
D,3(2) А. а fo u 
A а 
D,(z), . 80 ` 
cu formulele К „e 
D | ID Е асац: m | as i «АЎ == 0, 1, ‚9 — 1; t p 
oce Gum ib; — heiss. j=0, Les m ru ur NT 
quce. SE за bt Ru nosse an 
* i E kr k == 0, I e D ud | 
-REN К | 1 б. 
pe Schema ( pg n virtutea teoremei 77, пе conduce in mod firesc 
| к pod i Pera 
A T (Jury Blanchară). 6. coridifie- necesară E suficientă ca. 
Ned să fie convergent este ca >t re к: 
ER (do 1а, |, do Baal E Fene |," "- [x : ^q. 108) à 
B» Este evident. că A) este convergent dacă si numai dacă do > Jän}, | 
ŞI. A 1(2), o А (2) sint. о A(z) este convergent dacă și numai ^ 
dacă. bo J ёз | și A2(2), :. A, a2): sint corivergente. > . Continuind in 
acest mod se obţine: condiţia necesară: La şulicientă (1: е HE d 


- Dacă an coeficient din prima coloană a schemei Raible (exclusiv а) 
este nul atunci este posibil са "A(z) să aibă zerouri pe-cercul | z | = 1. 
Pentru a determina numărul n, al acestor zerouri se face in A(z). schim- 
barea de variabilă z= (1 + e)z, unde |є| > 0 este un număr arbitrar . 
de mic. Această schimbare se realizează foarte- simplu . dacá : se face. . 
aproximarea (1 + e)'z^z(1 + ks) z*, k= 2, 3. „n, Considerind. e >0.. 
9 apoi e < 0, in prima coloană а. schemei Raible ` (exclusiv ao) a lui 

A(z, є) se obţin п. Şi respectiv ne, coeficienți pozitivi, Numărul n, Че. 
: zerouri pe |z| = 1 ale lui a este n, = |ne, — л. |. În acest caz m= 
— min (п; He) şi Ha n — No — m. i 


Exemplul 1. a Se consideră, un sistem dinamic discret în timp cu patinou | 
teristic A(z) = 22 + 3,3 22+ 32 4 0,8. Să se studieze. stabilitatea interná a sE 
Ө Schema Тылы este următoarea З 


ta £z 2 M ү | E xU | 
T PE E (083 И Е 
р) i QS. 3-33 бе EE 
A(z) `> ; 036 09. "/" 6036 ү 

e "IP 0% 1 |'99 a aS pb o. А 
А) . 0 ^+, 0 В | e | | 
раа) CX аны, S | 


Pentru а determina repartiția zerourilo. raport.cu cercul de razá unitate vom 
face schimbarea de variabilă z — (1 + BE e obţine A(z, є)  (1-+ Зе) 2 + 3,3 (1 4- 
+ 20) 2 + 341+ е) z + 0,8. Мао le pentru ы Polinom are {ойша : NE 

Е Ta © р" zi 2 


T (00 0 $3 4 29 |^ 3-9, = 08 


MEX SEU ap бє. Coss 0941416. 7 0,36 + 6726. ` 
" . N de - ы = | 1 +. Зе ir 3: ` 

м. Е ` M Я Eo os . а А 

PEE: +ф#е DU ccm. "ODE —0,64є 


Ko Г V |(036-+ 6) (1+ 3) , . E (0.36 + 6c)(1-- 3c) | 
А 9 E B - . $ 


a AE E шоо E A a aa “= 
= ' AS, быы ы N ai р dong г 
h % 0071 (0,36 Æ бе) (1+ Зе) ш > XP ELA | 


Sistemul considerat nu este asimptotic go | FS B 


+ 

e 
7 

<, 


:, Din, prima coloană а acestei scheme rezultá ... Р 77 " uL 
c7 0 imiplià 5$ 0, c, 0, dg 7 0. 
< 0 implică 50,6, 0, di 0. | | 
“Aşadar mg, =2 și my. —1. Urmează că: п zd, fiy =} şi. ha =l. În aceste condiții 


: sistemul considerat este instabil (intern): zo NM a 
Md ; 6 


145 


\ 


1. 2. 4, Condiţii suficiente de convergenţă. - 


“Procedeul recursiv care a. Gon dus la schéma Jury: Blixchaid Sidera 
o “foarte interesantă si de mare simplitáte condiţie suficientă. с ca. a pole 


nomul A(z) 58 fie convergent. | 
Ты 20 (Какеуа). “Dacă, 


dp cha > Зак. > а, x0, е „(Ь114) 


\ 5 


i 
atunci polinomul A(z) este convergent. | бт - 
` D. Din formulele (1. 0 şi din (1. 114) rezultă: Ml 


| b, = те D ni аа a-i m dti - 2m ааһа = d po | P 
2 d т = 0, 1, „9—2. È . e: р 3 
d i xU ; j 

су к= ЕТА — 7 Baba > Bo NM hd. 2 n a 2 
3 = 0, 1, Hm dia p bo 


% > e > fus Кш Е 
"ni E 
>. 3a 
; „Jo 0 Кы 


Ceea ce înseamnă .cá condiția | (1. 100) ge А (х) s&- “tie convergent este. | 
satisfăcută. : 
| Un alt rezultat interesant şi go in and esie „următorul, 


Teorema 21. Dacă există , E Bs (0. 7 < n astfel. încât | 
аы] > laol + ; AN D d Maaral Е Îl (05) : 


atunci A(z) are exact: ouri i in interiorul cercului z= 1. ES 
D p. Pe cercul Iz] КЁ m face, conform ' ipoteze, urmatoarele ' 
evaluări + 


Hog BT: PA ао" T ds а, NT je [^ ca " du hd d] < 
SEN. ois F dsl + lass Р ee E dao] < lae] = 23-2 |.: 
Меч teoremei 15 polinoamele ap si де) - — as a uu. 
c exact „Acelasi пшїйт.:7 de zerouri în . interiorul cercului 
а] 
O consecinţă imediată a teoremei precedente este e următorul а 


Teorema 22, Daci. Е аи ала. M ua n Е pi xm E 
| | Лао Ж dnd d o la. о, (0416) 
atunci polinomul м) este convergent. ' un зыл ZIEL 


(deb. ie 2 "T FN ` К 


1.2.5. Metoda locului rădăcinilor.. С 


Această авах 'se. aplică exact după aceleași ер ca in EU E 
sistemelor. automate continue in бір, Ca si în acest caz sistemele auto- 
mate monovariabile și discrete în Amp pot fi е 1а schema. bloc . 
standard din fig. 11.19, a. 


Relaţia: intrareciesire conform schemei din fig. H. 19, a are expresia . 


BEEN = Gat) ue). = бм) Wi), pam. 
.. in care Жа бой ыл зу. И Que odo 7 3 % m. 
+ А * ы, j | з E = 3 и i E Ф E 
WS TT Got) = 289. is | pun 
: e E ЖООШ. B - . E T G() ` я + y & i 
este funcția” de transfer în 2 a. sistemului, închis în тар V inárimea | 
prescrisă; ^". — КЎ ие I3 | 
Ие | ko Ga) = — i 24 | 1119) 
este funcţia de transferi în 2 a sistemului închis im cu perturbafia з si 
| Ge) =G GaP e ua) 


. este fubctia de: transfer in za sistemgfüi deschis- - 
Examinind expresiile (1. 118). si (6119); rezultă cá stabilitatea. IMEM 
a eM ашоша!, atit in терй cu Ut) cit ч си ale), ша ае 


Fa 


“timp cu partea uad continuă їп timp. 


nd 


^ 


repartiția în planul complex. a rădăcinilor ecuației caracteristice intrare- 
„deșire- a sistemului automat 


si е THG — 0. Eo E (1.121) 


Prin ipoteză funcția de transfer: în z a: каш deschis, are forma 


1 


Tox (ez) е КЕ E 

G(z) = o0, 04122) 

B RR Pale e 4 EL 
"s "E ES 


unde za,’ a = 1,2, ..., m, 'sint. zérourile, фо, В = 1, 2,..., и, sint polii ' 


91 ke Кү este un parametru variabil al sistemului deschis. ^ d^ 
Se presupune сй za:7 pp, а= 1, 2,...„ т, В — 1,2, Уй. 
' Locul rădăcinilor sistemului din fig. 11.19, a este 1 бА 


|2] =. ! 
în ceea ce priveşte miodul de determina functiei de trazisfer ї în 2 
se poate consulta anexa B și е С а 1.1.4.8. ? 


"1.2.6. Stabilitatea IMEM. între „йы. de. eşantionare 


Remate și шее е К pînă aici ‘permit analiza stabilității "E 


-~ sistemelor discrete în «tim gm numai pentru evolutii discrete in timp. 
În condiţiile în care toat пата unui sistem sint discrete in timp, o 
astfel de analiză oferă o^ffnagine concludentá asupra proprietăţilor sale 
de stabilitate. Există тазын situaţii in care o parte.a unui sistemi 
discret in tim, ея de elemente cu evoluţie continuă în timp. 
În această) éd gotie de sisteme se incadreazá sistemul automat studiat 


E 


geometric al. 

rădăcinilor ecuaţiei caracteristice intrare-ieşire (1, Us pentru &e R, 
„variabilă parametric. Evident; evaluarea locului Sţădăcinilor se face, 
| in cazul! sistemelor automate discreté in timp, a raportare la cercul 


ta, in continuare, pentru cazul. sistemelor - cu. structura CE 


din Pi 19,3. (care este o formă tipică pentru.cea din fig. 1.14), în - 
се condiții 


stabilitatea IMEM în punctele de esantionare implică stabi= - 


‘litatea ІМЕМ. între punctele de egantionare. 
Reamintim că schema din fig, 11.19, 5 este. reductibili la cea standard 


din fig. I1.19, a, in care Tusco de transfer in z a sistémiului deschis se 


ешеш! cu 


А 


ців 67 " 


"care 


ci = вве) и _ e (e) 1 = quns 


Indicat privind calculul transformatei LÀ чө. se găsesc in anexa. ‚В. 
- $ 

Теогета 23. Fie sistemi automat discret. їп. timp” cu: diens "din 
- fig. 11.19, b, stabil ІМЕМ in punctele de egantiohare. Dacá partea con- 
` {ший reprezentată de. G,(s) are cel.mult un pol in origine si ceilalţi 
poli sint toţi situați in Re s < 0 atunci sistemul âutomat diseret î în timp 
este stabil ІМЕМ între punctele de eșântionare. ^ 

D. Dacă sistemul automat discret in timp este stabil. DE E 
pentru orice u(t), t > 0, márginit, toate mărimile intermediare ale sis- 
temului, considerate ca şiruri de. egantioane,. sint márgini VE ezultă 
‚ Că Z, și x,, care sint funcţii scară, sint de. asemenea măr, in În ipo- 
tezele precizate pentru G,(s), urmează că-și y(t) este initi. pentru 
orice і > 0, deoarece perioada « de сарок T, carele teorema . 
eșantionării, este finiti. | 

Rezultatul demonstrat mai sus: este o сопан Lie Suficientà de. stabili- | 
tate IMEM între punctele de esantionare. Ipotézelé- ei sint indeplinite | 
în marea majoritate а aplicaţiilor, “fapt, care) ustifică, in respectivele | 
aplicaţii, limitarea analizei nunfai la stabilitatea ІМЕМ în punctele de : 
.esantionare. În cazul in care ipoteza 
nu este'satisfăcută, analiza stabilităţii ds în punctele de eșanționare 
- nu este suficientă. Pentru o analiz&vcexhaustivá a stabilității ІМЕМ se 
utilizează metoda. tránsformatei ее sau а циа ишш, z Bn: ; 


‚ zate, dE. | | С, 
К з M 


d. 2. 7. Aplicaţie: reg паб automată discretă a. temperaturii 
^ unui Кы! lectric | 


| Se co sis TA automat analizať ca exemplu la I.1.4:8. Se. . 
cere 'să s ieze posibilitățile de acordare a parametrilor &,, T, si Т, 

К: ^g. goritmul de reglare discreta, astfel încit sistemul automat i 

să fi Ж IMEM | 

Tini&d"seama de- -relația (1.1.48). de la 1 14. 8 rezultă c cá ' painom 

‘polilor - are. expresia 


[o 


Ade) = = 1902 — (b+ у» ge i bzi + p — ha, 5 (41424) 
unde ` PN pd. | О, ш. | i 
4 = ао, be, k= —— krk ks а=. (1.125) | 


T+T, о m ml 


169 - 


remei 23 privitoare Іа.Є„(5) с. 


Fig., AL 2o. a — Dómeniul 'pararhetric de stabilitate- IMEM: 'al seii de 
<=- reglare. automată a temperaturii: (x == '0,:h = 1); Ху 
' ,b.— Locul rădăcinilor pentru: & —.O si, a >; - AS > 
o Locul. rădăcinilor, „peritru . a. < b. S | 


| Penthi simplificarea. determiin&rii deum metric de. оь i 
i litate,. în condiţiile în care 0 <a <1 si 0 < bd „Vom considera - 


BI şi, vom examina cazurile: «= 0 și a = 1, NU 


„19 & = 0 (timpul mort- Tn ee Rc gine cu Т, Polinomul | 
0. daa deviné: са NW | 


да ja Peas e G 120) 


їй conformitate cu veritate la exemplul 144 „pute ` 'scrie 
"| саа "XL "d i | 


- 


| WS C dote uou uel (27). 7 
soot s cae bo (1) ОА 


Е саге gu а. domeniului ааш: е. stabilita ІМЕМ,‘ 
fig. 11.20 &uprinde Si, „pătratul. Oxa-«ci;0-«bz«l). -Sistemul. 
xi М ipentru orice Т. > 0, orice T,z08$i pentru & — 1; 
KS analiza influența . factorului [М asupra stabilității- IMEM | 
dus locul “rădăcinilor pentru RER: < fig.-11.20, b, c.: Rezultă 


i E í pet ru a < b există posibilități. x mai i largi de: poet. à zeroürilor lui - | 


A(z) pam valori: k adecvate. 
`2° a 1т= Т, т). ‘Polin omin. а. 4): аге domm i | 
ы = + ma to ғ - а: AB) 7; 


We с P К 


| ditiile T 


wd 1007. 10497 102. 74 
^ Fig. dn 31. a — Domeniul ванае de. stábilitate. IMEM "sistemului * de ` 
E Rd reglare automată a temperaturii . (к = 17.61 rin 1); | es 
I - b — Locul rădăcinilor репіти а = 1 sí а 0» 57 А 
"ede оол с -Domeniul paramietric de stabilitate bul pentru. х =t. 


лй e Jsiy-Blanchară ( (1. о: сі (1. 107), se сыш, соп- · 
К < a S | 
үл. Г 
iar donent i ej de qiue IMEM, cu генна 0 0xa єт 
și 0.< b < 1 este reprezentat in fig: dIL21; а. ^- 
Locul rădăcinilor .peritru a > b este reprezentat în Че. п. 21; be 
“În сееа ce priveşte egerea. parametrilor. T, Т, şi №, зе tine seama 


. de (1.129) si qt fig, II.21, b. Din пыш. а > b; în | confor 
| mitate: cu «x iT = Ta se с | m. 


SY 


(0 Т; 


NA B ИСТ E е T" I "n " 
пса se dU deterius" = - fig. p 21, p 
Pentru alegerea . lui Ap tinind; seama. Че (1. a лы condiţia 
at . . | ы 2 е т. TR x у i "a 
"m ou E? +1) [E DE : 


2. Tehnici matriceale, 


еол 


Aceste tehnici se aplică ada dinamice liniare. costante şi se. 


. bazeazá pe- utilizarea matricii de evoluție A a sistemului — în'cazul . . 


stabilității” asimptotice , (v. teoremele б si 8 de la [.5), sau. pe-utilizarea ^ - | 


fie a-matricii A, ţinîndu-se seama de proprietățile ~de €ontrolabilitate 
si de. observabilitate a stării sistemului, йе a uüor matrici. pátratice 
asociate -polinomiilui: polilor — în cazul stabilităţii IMEM (v. Корана 
7—17 şi 15—19 dela L6). .. - — 
Ín fond. stabilitatea unui sistem dinamic йш. constant este eter- . 
minată de localizárea in planul complex a valorilor proprii ale m if, 
in cazul stabilității interne, sau de localizarea. polilor matricii) ale de ` 
transfer, în. cazul stabilității externe. Їп. aceste сїгсшїзїап{@уо analiză 


directă a stabilității asimptotice sau IMEM se poate rea prin аеіег-- | 


minarea formel. canonice diagonale (Jordan) a sistemulüi. Q'astfel de - 


abordare constă în folosirea unor procedee de calcul pummeric | adecvate, | 


[D 1, 2), [S 1], [V 1], [W 1, 2]. 

' a si in cazul tehnicilor polinomiale, in: ай: tă de analiza directă 
a stabilității, s-au: dezvoltat si felici : indirecte, rin care este posibilă . 
.. determinarea regiunii din planul complex în 
“rile proprii ale unei matrici, fără- AU a efectivá a respectivelor . 
valori. proprii: ` 


are sint localizate valo- ., 


Pentru a realiza o tratare relativ] ата а рЫ stabilității Ж 


în cazul sistemelor continue în ti 25 în celal sistemelor discrete in ` 
timp, vom defini două noţiuni an Mage r cu noțiunile de polinom hurwit- 
' zian şi de polinom convergent? ` BI 


Definiția 7. Matricea jeală de ordinul n, se numeşte . Е 
dacă toate valorile ei proprii sint situate іп semiplanul Res < 0. i 


Definiţia 2. Matri еа A, reală de ordinul ж, se numește conveigentă. ` 
dacă toate valorile &j proprii sînt situate în interiorul cercului |z| = 1. 
Pe baza ates definiţii se pot enunfa:douá rezultate echivalente 
respect da iic 6 si 8 de Ла І. Ses d 


iad Sistemul dinamic (I. 5. 32) este asimptotic stabil dacă si 


n matricea A-este hurvitziană. 
Lr NE ia di 


| теа 2. Sistemul dinamic: (1.5. 37) este asimptotic stabil dacă şi 
numai dacă matricea A este convergentă. 

Ca și în cazul tehnicilor polinomiale, considerăm. utilă enunțarea 
unor condiţii necesare ca matricea A să fie hurwitzianá, respectiv conver- 
gentă. Pentru" aceasta, avem nevoie de-un rezultat pregătitor, referitor i 

* = у ` Е 2 ; я ù y 


^s [i 


la relatis dintre анаи demali Principale a unei “matricii pătratice 
„de ordinul и si coeficientul. termenului de gradul n—l al кшп 
-său caracteristic. 

"Fie А o matrice realá de ordin п, cu а elementele аф ij =t, 2 
şi cu polinomul. caracteristic 


п, 


A(s): = s" + ati deus +, а„а5 i а se C. 2 ў 
Teorema 3. “Pentru: orice matrice А are loc | | 
vh | deco ай. E on gro E NI | 
{=l & 
D. Se stie cá polinomul caracteristic se „determină, conf “деб 
niției, cu - ; | | Аи ШЫ 
И | , . (^ 5 
= < N 
\ EA E E an — 915 sse — lin NY 
| „Aaa 0$-— ap e. 7 — d», M UN 
Ags] E Ж: 5 03). 
| К = da E ` аа E ‘lpn. 


Demostrația se face prin inducție -completá. Pentru! k = 1,2, 8, ` 
relatia (2. 2) are loc în mod evident, т deus = n— 1 are, loc prin 


ipoteză ` Er 
S — 605 — 419 TL "S NN | MEE i | 
—@о у $—@о. ui . — a Ep р. a н РЕ 
е А, gn lume Y а, MGE 
` i ы . | fer | | 
| =s p ars TON E re EE - 


| с. 9 
^  Rámine det árátat T tu В = n are de (2. 2). Dezvoltind, deter- 
| тшапрш. (2.3) Cupă casitee ultimei linii putem scrie 


AES s FI roata) = OR =. 
+ (— 1)2%(5 — dan) Man($), à Sal (2. 3) 
S 
; în Ж ы i Maas) sint ' minorii- ‘corespunzători elèmentelor 
2 in -1; ане de grad cel mult и — 2 іп s, iar М,„(5) 
este poe corespunzător elementului (s — apn), polinom - de gradul 


юй — 1 їп $, identic | cu determinantul (2. 4). In atare condiții din (2.5) 
rezultă . : 


A(s) а б). Lg = ANO a 
4 3 i=l ] i=l `- | 
ceea се inseamná cá az 2) este” adevarată, | Е EE j 
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` -евїе ' ca 


Pe bois teoremei з: ѕе T demonstra următoarele două condiţii néce- .. 
sare. ` ; Yer ' s^ 


wr 


Teorema 4.0 condiţie. necesară ca : matricea: 4 să fic hurwitzianá | 


БОЕГУ MEE prs dg 7 " 
li niel 7 ЖОШО БОТУ: bs | 


Demonstrația este imediată şi se pi pe diede ck i dacă А este : 


< hurwtizană atunci a, > 0 (rorem 3 dè la subcap. 1). 5 С: 
Teorema 5.0 condiţie necesară. ca matricea a să fiè : conveigentà um 
"este, са | | , | MEE NS Ке 
ўа EIS M. з av o (ÈT) 
dei ИХЕ den ` e» AE Tn i 


E cu a 


` matrici de'a fi hurwitzianá 


"în subcapitolul urmátor c 


D. Dacă. 4 este convereentă atunci NR ei vam satisfac condi-. . 
vțiile’ Pl < Lo t= 1; 2,. ‚№. Conform; pi шше) Viéte неп" | 


scrie | к, Us 3 
la I< MET n, "uj MS 
de unde, ока seama ` ‘ае ( (3). ET (22). T ш 


“convergentă, implică în mod necesar ca ". 
e să aibă anumite. „proprietăți. Se:va vedea - 
ceastă idee a fost folosită in scopul obținerii 


Examinind: ‘condițiile: zu A T) rezulta”. di proprietatea unei 


elementele diagonalei prin CE 


: unor condiții suficien e» oate bazate pe. un anumit gen 'de dominanță. 
‚са elementelor diagonale i principale; față de celelalte elemente ale matri- " 


„cil, in sensu ш. Sau al: coloanelor, 


+ 


Wa Е | е. = 


E aM du SESS p 
E тае. de localizare. a valorilor proprii 
«prin inegalităţi EAE 


Mb 


Această : categorie de tehiüci апае eváluarca cu: г aproximàtie, | 


prin: inegalitáti constituite chiar cu, elementele unei matrici pătratice, M 


a unei regiuni din planul complex in care sint situate valorile proprii `` 
ale respectivei, matrici. Pentru a-se putea decide dacă o matrice este 


"hurwitzianá sau convergentă; trebuie. ca више de, localizare . sá fie. т 


situată în întregime în seca cinci Re s « 0 sàu petty t in interiorul ` 
cercului | | = 1: Din acest motiv rezultatele privitoare la stabilitatea - ` 


asimptotică, care se pot formula ре baza unei atare evaluări, sint con-- ` 


diții suficiente. Acest dezavantaj, după cum se va vedea mai јоѕ, 

este părțial compensat’ de: Roc inegalităţilor de evaluare - a 

localizării valorilor. proprii ME. | | 
EE 


i 2.1.1, Discurile Tui fheigorn m E | 2] sania К 


x 


X -FieAo makie reală de ordin z, cu. elementele а i j= = 1, ‚2, “н n, 


și fie discurile lui. Ghersgorin, [G1]. | JE 
Р, = (se С; [5 = dul < 2 i= 1. 2; de (2.8) 
asociate matricii 4, în care - P 2I 2 au. mE 
EXE M 
: A. perve E Té tel RT ne 
К | 
"Teorema : 6 (Ghersgorin). Fiecare. valodre Зорће а matricii A se 
„als în cel putin: unul din discurile. D, i SÜ, 2 A M | 
D. “După cum se ştie (v. L5. 2: 1); X éste о valoare proprie y | 
matricii A atunci! există un vestea, Eo riu не Sun incit Av == C 
sau. detaliat 7 de | , 
| бук AR е КЕ? | 
Su elu ; 2 ўа às. == = 1,2, «xus 7, Я E e 10) i 
M ge rd ч АЕ 
- unde 0, eint componentele Vectónilu рб D 
„Fie Ioel = = max Jaki n aceste - condiţii реп. i= Ld -din , (2, D 
` . 1 деје 7 i 
„re ult Ae UG p 
p dsl ўка de CUT Аса 


i 7 trudit 4 v > 0, mută 1 ED сева се e implică a- — -anl < Ук, 
7 , respecti À € Dy... E р 


Este Seat că € o. aceeași matriéé A' se poate дей, ре coz 
~ oan, încă un- set. de discuri Siem 


аге вес Теа] э}, jx 2 us m 


ri 


unde 


TE P M m соч i NE И D EX Я и E : 
mos nc | ay ! GNE UM E 
i és. RT 
(ceea с ce constituie de fapt. discurile lui Gherggorin asociate matricii 49, 
pentru care se poate formula următoriul rezultat: А 


Teoremi 7. Еїесаге уа1оаге proprie & natrii A se айй i in cel puţin 
unul din discurile DF, j = 1,2,..., n. Eu Е 
„Fie 


T BA | pu Yo cata) 


Ио. pe n | EH 7 em (2:14) 
ZO 7 we | a 
з 4) = е6; sms ELLA (2.15) 
“spectrul matricii: A, unde Ao i=l, 2,. „n, zx lorile proprii ale 
“matricii A. 
- Rezultatul esențial pentru 'localizàrea : isis i proprii . “ale matricii 
А, саге se obţine direct din £eoremele 6 şi 7 qponstá i în faptul-că s(4) = D 


și о(4) € Рт, ceea ce implică „с D", cu.precizarea cá egali-! 


- táfile sint, posibile nurnai în câzul icilor diagonale. Їп aceste con- 
ditii se pot enunta" următoarele rezultăte privitoare la natura matricii A. 


“Teorema 8. "Dacă are loc. d din următoarele două seturi. de dne- 


| eniti E "o DN MD К b ta, 
| | " FO NR 
= а Y Га, [AR UR PPM eio 
pY E mM Г е У 
У N X " - | 
e e - — dy > ў P jd 2,. uL (290), 


Hr 
os mafricea A este. пе ЕР m 


Dică au loc inegalitátile (2.16). atunci — 27 = 12, sn, 


ceea шык a(49 € Dc (seC; Re s<0). Acest lucru | este sufi- Was уз 


cient Pentri ca A să fie hurwitziană. Demonstrația pornind dë'la-(2. 17) 
decurge in același mod. Să observăm în final că (2.16) sau (2. 17) se 
pot utiliza numai dacă a, <0, # = 1, 2, „HN. 

+ În același fel se demonstrează si afirmația următoare. Si ie 


176 


RI rg 5 


<l, i= l, Zut | 


. Teorema 9. Dacă are loc unul din următoarele două -seturi de ine- , 
сб ашай |^ . | OMM NUS. 


Sal Sl Sin, _ (218) . 
e Eleal <h j=l е (2.19). 
К o isl 5 E m 


atunci“ matricea A este, convergentă. — |. ; B L6 deles 
Să notăm și aici cá (2.18) sau (2.19) se pot aplica numai dacă. |a, |<. 


à * Е g 
Exemplul 2.1. Se cónsiderá matricea, 


Gina e e i 
1 


= Ж © 
| шылу e 5 0, — 2,27 9? 
NT с. £40 04 732 a | m. , 
: E 06 .. 2b —4, - 0,7 i2 (M. 
0,2: —0,4" — 1,2 = 2,2 А. 


р: |= 51р &4; |+ 32.«2,5; |s tile Mi s4 22| < 18, 
DT: [s+ S1 < 12: |s 32] < 4; [5 4| ge: [s+ 2,2[ < 3,1, 


care sint reprezentate in fig. 1.22. Intersecţia lor, re Sentatà haşurat, este la stinga ` 
d axei imaginare, ceea ce. inseamná că A este fud ПА. Acest ultim rezultat se' poate 
| ` D4 Da 02 2р | { | 


Лт ^ 


Fig. 1L.22: Regiunea de localizare a. valorilor proprii Е. 
NEC exemplul 2.3. 57 050 Ос - 
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obţine 'şi-cn ета 8. Pentru e. 16) d serie titr-adesăr 5, n > 4; 2 2 > 2; 5r D T > Б 


>3,4; 22> 1,8. 


D^ 


О ‘posibilitate 24е micgorare - a regitinii * D. б DT гопар) їп mo 


formarea matricii Æ. prin asemănare. (conform relației (1.5.10)). Pentru: 


„са volumul de calcule să nu crească pues mult se utilizează o transfor-. P 


E 


| “mare de forma 2 | 
Ag = - dig (т m КУ ajA аав, x x » es т Q. i). 


ande r^ > 0, i= 1, 2, ..., №, “sînt nişte! ne care se. determină astfel. 


В incit каше D fy Dr: să, fie cit mai. micá. “posibil, `. 


и i i 
"Este: "gor. de observat cá elementele matricii А, sînt — P 4, j= =, 


Т 1,23... fntrucit matricile A şi Ав au același spectru! de A) ЖОШ 
-că teoremele. 8 şi 9 se pot aplica şi matricii к то urmá- 
toarele rezultate, relative la natura. matricii .4 

.. “Teorema 10. Dacă: există. numerele a; > $9 2, «.., fh, РЕ 
încît. E aibá loc unul din următoarele două. dis de Eg p 


Sai >— D$ T las iet 2. Е | 7 (221): 


E? j=l., р кз. ew 
ded. d ГА i S s pe І " 


RE 


NE LOM 


ex : > E 
КУ абі аи д este жу 


Jae 11. Dacă existà numerele a, > 0, d = 1, NR n, asia iniit: z “i 


să aibă loc unul di următoarele : aoua. seturi - de. жеш 


осуз У СМ?» : : i E | să | 
* aud - sU i "MET ei mein i suf iz TE qe e 23) 3 


wei Wi 


3 N a a < 
: ii e us E zu D di aj ў 


atunci matricea A este convergentă. 2 Я 
Aplicarea practică a teoremelor 10 şi. 11 este legată de o dificultate 
“majoră, - și anume -de determinarea numerelor $520,452 1, 2,. 
| n cum s-a arătat in [У 2, 3] existența unei soluții u 20, = 1, z” 
ND pentru- oricare. din: stemele, de. jnecuatii (2. 21), (2. 2) Фәна 


$ ` 
x 


478. 


E 


* 


is А x s4 t | 

in: exclusiv bate: de mătricea А. Privitor la сайа exactă-a Xune- . 
relor a, > 0,2 = 1,2,..; n, din punctul de.vedereé al evaluării ráspun- . 
“sului liber si al stabiliziri sistemului $ = 4x + Bw se pot corísulta ` 

[V4—8. — 

Pentru à enunta rezultatele. demonstrate în [V 2, 3] în legătură cu. 

2- existența unei soluţii pentru oricare din sistemele (2. 21), (2.22), respectiv 
„pentru oricare. din sistemele (2. 23), - (2. 24), se definesc: matricea 


E m a janl [aaa]. leul - fos SUP ae fa s 
кылуы с lose 
o oy | pe dial legal 1а) | ы g СЕ А pf DAY 


'ai cărei. minori principali. diagonali sint p" i d s г, вана 


| [ll — 1. Jen | (ИР i tanl” | ' 
~ die o5 23] 1. fa Qoa 
E | | = ES pr E | б AL T 2. 26) 
= Selle) o Map eal T zn IN 
ai cărei minori principali diagoisdi sint xd 1. 2s . 
Sorna 12. Раб.‘ Ыы д, ЖАШ о, s B ] 
ms (—1'4, >0, psi 2. oves (227) 


tuni matricea A este ARS uh NM M 
Cli iiia. "A e pon 


atunci. matricea A. [esty Vonvergentă,. ЕС 
Trebuie să. geram şi aici.cá aplicarea condiţiilor: 22 s As 2m 
éste: рчы ai acá а; < 0 şi Ip Гаа |< 1, es 


` Teorema 13. Dacă - 


2M 


. Exemplul 2:2 ч procesul, de reinnoire cu puse de. schimb, analizat la 1.1.4. 5, х 
ccu я = 2 escri de “ecuația intrare-stare ©- . ... - 


QV y се BAD 3 
+1 2 . 0 k) Ip oe 
Pta "TE B JEJE ie 

zalk + 1) 0/ Lu i „o x2(k) 0. Ис 


“Dacă aprovizionarea se face în functie de. numárul de piese care se мене in n. 


anul Ё şi anume în funcție de (1 — фу) Zalk), a — AJ). ^ si xalk) atunci legea de condu- m 


сеге a: сас poate fi de forma 
DAP и e = а а. = e žo (®) + ч = tl ain + эщ), 
inde а, b.2 0. : ; ; 


SE T3. 179 


А | 


Ce condiţie trebuie să; satisfacă a si Б astfel încit. sistemul să fie asimptotic stabil? 
Cu legea de conducere adoptată matricea sistemului este ^ 
* * 2' G * є К 


m po BILE Hi GE E 
= EE 0. ^| 5507]: M 
| pa 0] Bx Y 
pentru care: SC . : $ A d n nw ; п s К 
L0 л falia- ad) b | : j 
* =i. fo А | —-4, af DEC 
`0 к 205 £f, i =. Е : 
în conformitate cu (2.28) "obținem condiţiile ` | e ae 
"E o "[a(1—£A) —1< 0 - Ы NI 
Tous fgg cH | в(1— Po) + afa (1— Р) —1«0 TE M. . 
"i Ug deest a (1 — Фо) + api (Y — Pit Брой, dni NEC 
. din care, in baza faptului că Ф < Po rezultă 77. A 


| р 1-р. B E " 


"up 9t fofi e ME d 


7. 2.1.2. Alte rezultate de tip inegalitate ч 

S-a văzut mai sus că pe paza discurilor lui Gherșgorin se pot for- 
mula condiţii suficiente үрен Numeroși. autori; plecind de Ја’ . , 
discurile lui Ghérggorinj;àu obținut o serie de condiţii de tip inegali- . 
tate, care pot furniza fezüultäte mai bune decit discurile lui Ghersgorin 
„atît în ceea ce privește localizarea valorilor. proprii, cit si în ceea ce 
> privește stabilitafea asimptotică. ' —. A ME РҮ. "m 

*. Vom) dà îmvtontinuare, fără demonstraţie, cite două -astfel, de rezul- 

‚ tate datorâte lui Ostrowski, [C2], care pot fi mai bune decit respectiv . 


S oL e 


.Gorema 14. Dacă există y, cu O < y < 1, astfel incit ` 


| К ds >[ у leul) (È а) ld La a п, К (29) 2 


N 


jol <. il : \ 
jah ix ' 
atunci: matricea A este hurwitziană. . VIDES M. ТАД 
180 | EET 
/ 


| aibi loc. unul din ало douá seturi. de inegalităţi 


i ; s x А WE m 


Teorema 15. „Dacă există- а cu 0 < Y< <1, astfel incit 
204 


о, gr авд, co^ Q3. 
| р ФЕ | ү. DE ue Эз B | 


M 


atunci matricea 4 este convergentă. i | 
. Este и$ог de observat cá pentru y — 0 si ү = E din (2. 29) (2.30) : 
se, obtin (2. 16) ) și respectiv (2.17) şi (2.18) si тораш (2. 19): E 


N em d 
. Teorema! 16, Dacă există numerele, b, > 0, i=l; 2,. „n, cu. 


| 3 1/(k; + ) < 1, şi 5 >0, 4 >0 cu. Alp lfg = n аа. паба 2i 


aibă loc unul din următoarele două seturi- de inegalităţi 2 
Ec a CT eM " 
| Ifan > " | | д | : 
DIS hs p H X 1а |” ^ eem 1, 2, “И, M Бг : (2.31) 


ЕГ T о; 5 Cx 
EU MEIN 
— “ay Ж kg 48 à | 25 «n S E = К, ЖЕГИ i TS (2.32) . 
| | | p DW We de ro f 
atunci matricea A este hurvitziană, N ча: 
“Teorema 17. Das, existá пага h > 0, =1,2,.. „т, ст z 


uw )x1, si: $2 0, gg. cu ЦЬ + ig =1, astfel incit sá 


"E 


Y U 2 5 nea m ы | А 
P лү auf x SED 
ENS о (ае) ая p 
PX y. M ш PP | 
d Wi i ifn АГН mE RE. A | 
QUAS IS tH. (X E |j 1, 2,..., я, (2.34) -. 
atunci matricea 4 este. convergent, EN | 
` Si în acest caz este. пог. de observat. cá pentru b = Í şi q= 
d y (2. "hs si С. ш © е бе. Г d cd i 16 о. 1 (2: 17) şi (2. 


. 1 "n ` ¿`i 


Wes n i 


Alte ванне: аса сч. E dnunţate. t pria: teovemele. 14—17, - 


“dar mai puțin avantajoase: pentru aplicații, se С formula; pe. baza - 
певана Шог lui Brauer. şi a ieget lui Fan- vs Hoffmann, ш 


E > Exemplul . 23. Se considetă matricea : DEL We Viet - э”, 


n 
\ 


405г 03 az а 2 
ut us facil og ИСУО ОИ СИИИ 2 
Cow Е ux Ti LEE | 
КАНЕ EC арб —LSC 2715 LM - 
| Să se. determine natura, acestei matrici; i i T КОИ 
< Dacă se aplică (2.27) se obţin PAP T « 0, A: = 23,5 >, ao = 8 2.25 <0 
şi. А = 186,51 > 0, ceea бе înseamnă. că A este: 'hurwitziană, Dacă se. a (2.29), 
pentru ү = 0,4 se obțin 4:> 2,74; 6 > 1,98; 3,8. 3,67; 4,5 > 4,17. ee iseamná 
b +6] < 


(o că spectrul O(A) este inclus în reuniunea următoarelor discuri Б 2x A < Ал 
i x 1,98, ge sl MU 3 s Mem EC 


2 2. Tehnici E lócalizare. a valorilor pro 
prin: şirul не unei matrici QU. As и Ж 


Dacă un неза dinamit èste: cunos aS Sub fama деа уйы sale & 
intrare-stare-iegire, este posibilă , analiza QStabilitátii fără determinarea 

- polinomului caracteristice, cu. арок, sirului. puterilor unei matrici 
“pătratice. Întrucît tehnicile care sau dezvoltat pe această. idee ал Ла 


bază condiţia necesară si  suficienfá. (I: 3.40). Mum ME expunerea, cu ` a 


-cazul sistemelór discrete in лр. | ч i opu 


EN : В FOLE 
t e - uU 


sos AM NLIS РИ gus HL di 
Сели прое ае ко тш. Lu. 
Teorema 18. O соф не necesară și suficientă ca pon A să fie QE 
convergentă : este саб A E T | 
a Ку TEE 4i — 0 0. yw uuu ч ез dus ч 
«S9 a vog ш" . km | 2r» НЕ ATE SO 
i M S emonstratie se “procedează ca in caza teoremei. 8 de la 
К „deoarece deosebirea - dintre (1.5.40) si. (2.35) este neesentialá Ж. 


Ма în саге А este o matrice cu elemente constante. . .. © 
| та condiţiei necesare si suficiente: (2.35), care, de altfel ` 
„justifică şi denumirea. de matrice convergentă dată lui A (si polinomnului 
eb caracteristic), într-un “procedeu: practic constă în urmátoarele. În: 

primul: rînd se éxtřage din şirul de mâtrici 4*; & €N; subşirul A*', 
: & € N; care are aceleași proprietăţi ca șirul din care a fost. extras, “dar Е 
converge 1 таі i rapid là matricea nulă in cazul i în care a este convergenta, T 


А 


Practic acest кыс este realizabil foarte: Mer. аа se pot calcula ~ 
“succesiv А2 — A-A, At = 42.42, 48 — A19 = 49 e Де 'єіс.; ` 
astfel cá după ап număr de шы 10 pași. (adică 10 ridicări la puterea 


+ a doua) se ajunge la A1-%4, În а] doilea rind nu este necesar să se facă 


un- număr: -prea mare de pași pentru a vedea dacă. lim Z7 = = 0, Calcu- * 


ele së "pot întrerupe atunci cînd! fiecare cleient mibi ^ ue J= 1; 2,. 
| al matricei. И! x = AP кмс condiția . MP 


О Е. Е Pci, L2, uam - EX 
: ` КЕ n PX же 2 5 | 


“Justificarea. acestei condiții se. ыл) ре teorema 9. Este ES de 
verificat cá dacă are loc; (2. 36) atunci matricea M'? satisf бе (2.18). 
sau (2.19), ceea се înseamnă cá. MW și respectiv A sint ergente. 
Este evident că în locul condiţiei (2.36) se pot folosi drept condiții 
de stop și ee e je sau (2. XU care sint vagina restrictive | 
'ca Q. 36). | E d T. ; 
ў эр| > п; rezultă că Ls nu satisface con- 
$—1- ] d 
E ана necesară: de convergență (2. 3. in ері. ѕе trage concluzia că 
“matricea 4 nu este.convergentá. .. 
; Pentru a. stabili dacă; valorile propt idle т matricei A sint situate іп . 
interiorul cercului |2{=7, 0<# <. procedeul de mai sus urmează 


"să se aplice în același fel: matricii А. 


Dacă- dimpotziv 


XN 
` Exemplul 24. „Fie matricea N A 


usos МР ол асг 00m 3 
| " E А = os ‚32 == 0,4 4: i E В E 
zer s ^ —0,6 0,3, 0,4 : | 
"Sa se verifice - dacă ac "Y matrice esté „convergentă: 18 E NE Е 
- Se^ observă. FE Ev dicun, , condiţia, necesară de convergenţă 2 7, în imp e ce - 


condiția, suficien u 'se: poate aplica deoarece. az — 1,3 > 


Vom ară înd procedeul expus mai sus există un k СИР сате are loc * 
(2.36). [uos леша МФ = A”, pentru . үз = 4 se obţine ,.. : 
NY 9“ . 005765 -0,11012 .— 0110123] 7 7 
АЎ S Me = = | — 1,11846`- 102353.  — 0,59307 Н 
QU . а 1, 11846 i _9,85376 . — 0,42595 "a EXE. 
. їп fimp c „pentru в = 5 rezultă - em ru ` ITO ED 
РЕ. КУКУ : - 090001 2250;00078 - ` .— 0,00078.] 
M9 = | —0,10298... 0,07022 - — 003389. |° 
e —-010298. U M vr 903309 ] 
`  Ajâdar, ЁЛ < 5 ceea ce inseamnă. că matricea. A este. convergentă: E 
nam 35 : 


D 23. 2. Sisteme continue în timp ^ 
-După cum s-a “arătat la I.5. 2. 1, саш caracteristică a matricii AC : 
i determină cu. expresia ` E eur Le i 
" det. Us — 410, u- мер 170.57). 
“Pentru а putea utiliza teorema 18 și! în- dul sistemelór. continue' in 


timp vom face in (2.37) schimbarea s = (z + 1)/(z — 1) — transfor=: . 
marea omograficá (t. 96). În aceste condiţii” din (2. 303 rezultă а d 


2 23 VL a [etie dec D: NE 
| Te det. ые 
| Eliminind numitorul iri (2. 38) si operind după cum 5 ож -mai jos 
- det. Г -Aje (1 +4)]= det H- Ajdet Ut 70 (1+.4)1= 
(0 x det (I> _ га — ds I B 

se obţine a d e к: ' 
"ar „det пм И RS a 200. (2.39). 
in care | DLL F- 
(OM = ara [e 0 яо) 
Íntrucit prin b nijlografică se. stabileste o corespon- | 


‚ dentá "biunivoc& între semiplan e s < 0 şi interiorul cercului | z | = 1, 
"rezultă că matricea М кА ijtilizată pentru analiza naturii matricii А 


s pe baza teoremei. 18. 


‘Teorema 19; O co m necesará. si suficientă ca matricea A să fis U 
hurwitziană este са M" să fie convergentă.’ " 
О праг) Лупа гыш. matricei M s se. poate realiza în felul - 


E К urmátor NS 


<S "m (I—Ay a EN = an-r-x ay. tesi 
N 


eei. să remarcăm faptul: că: din punct de "vedere practic inver-' 
saréa fatricei I—4A poate ridica o serie de dificultăți. O posibilitate : 


„de a evita inversarea matricei J—A constă in а înlocui matricea A cu  - 
sA, unde e > 0' este. un scalar care se alege astfel incit eA <i 


^ Íntrucit A este „hurwitziană dacă si numai dacă eA este hurwitziană, . . 
se poate folosi, pase ча naturii matricii. 4, in locul matricii M, 
matricea, 


Mes =I- 40. n aye т (ж) e 


218 


În sitnagie in care. [ cd Il < 1, seria matriceală Y (sA)* este con- 
k=0 


7 


. vergentă şi are suma (I = eA)", deoarece (є4)* => 0 pentru: [E оо. 


Са urmare M. poate fi aproximată prin. à "OO 
jut Mex Da a y (uie a ea us (аз). 
A А Ке... : 2 | M kh 


. Váloarea lui m se alege in. functie de precizia dorită. Sá ъз 
si aici cá dacá ,convergenta seriei matriceale este slabá atunci pentr 


a realiza precizia dorită trebuie ca 7; să fie relativ mare. aida 
z Pentru a stabili dacă . valorile proprii ale matricii A se in semi- 
planul Re s < — я, х >0, > expus mai sus [e e in ace- 


s mod matricii 4 + al. 


ОУ 


РЕР Т 2.5. Fie matricea 


"P on M 
to pe-15-2 72 ST 
E -| 37 79 5 i 
Aa a d 
Sá se stabilească dacă aceastá matrice este pé E 
Se observă, cá este satisfăcută condiția necesară (2.6), dar coiditia, suficientá (2.27) 


nu se poate aplica, deoarece ag, = 2 > ME 
Folosind (2.40) se obtine „AN 
RO pad 


А | Fl i QW 12 —12 
"LODS оз o M —-aic 55 шү 
S. 7 ” S —1 7/6 — 5/6 
T ЭЕ Å : ғ 
care satisface con T WI (2.6), dar cüreia nu i se póate aplica, condiția suficientă `- 
(2.28) Mic. E > 1. Procedind ca la exemplul 2. 4 vom arăta că pentru M4 
condiția, (2. А у isfcutá. într-adevăr 


0,25 i < —0,25 ши 
у ge |- E 0.72222 -osm | 
C —0,33333 c 0,472222 “~ —0,36111 
^ gi "m : ыы 
| 0. 0,0625 · —0,0625 |... 
м = | —0,03704 0,14969. — 0,13734.. | 
—0,03704 0,08719 '. — 0,07484 


pentru care m 13. ШОР m TEE 


B ^, = CU Wg Й 
ipie d» a m 5 d 


E 3. “Tehnici bazate pe matrici asociate: M e ‚Мз 
2, 3.1. Matricea, „companion: a unui polinom 


| Лее expuse in artei rile precedente conduc in: mód natural - 
> la problema localizárii, zerourilor polinomului polilor cu ajutorul unei - 
matrici asociate acestuia. Se știe cá polmomului (2.1) i se. poate asocia: · 
„matricea de. tip Frobenius | ; 


m o> 1 e 0 оо, E 
T о 50 3 1d 0 0 ү ob ' 
А = d У Qu) 
. E . aS 
0.:.0: "0 0o lo АЕ 
a e map- —4uQ R5 e. — ag —( eM 


х 
E RA 


G ‘numită matricea companion al “polinomului A(s), gh proprietatea 


| (Мв) = det (Is = 4). i "EC - E 
Într-adevăr, —5 scrie succesiy- e r3 С E 
Ds 1 cq. 0050 7j 
ЖК nm S NEN. 
. det s A) det H d pel i I К [= 
Аа mol: + (n-a а stad 
= C туе, M as) sans nM Td (-9 шм, па-1 18) P 
тк „astă + Mm), du hts "n ie). 
cdm care : К; у g Vau ia "s. e pun | 
Е ў Mas) = (— yet, pen, 24 T E dc 


' matricii caracteristice 15—А. corespunzători - -elementelor ` 


| B. e linii. Înlocuind (2.47) in (2. 46). se сш: imediat. 0. 45), cu. 
е, (21)... E B 
Mind in vedere faptul cá matricea pazapatiian: a unui cal oi se 
. construiește foarte ușor, rezultă: că tehnicile bazate pe șirul puterilor 
^. unet matrici, expuse la 2.2 se pot aplica imediat. 

Nu același lücru se poate. afirma despre: rezultatele de tip melke 
tate. ge la 2M. . Într-adevăr, examinind кашын bazate ` ре, discurile, 


zi 


vies 186 


: M T T N 


Ji Gherggorin (v. 24. 1) se trage conchigia: că. numai: teorema 13 goats 
fi aplicată matricei (2.44), iar сееа ce se, бып coincide: cu'teorema 22 - 
- de Ја 1.2.4; peu doc 1° 7 ИС : К Р 


2.3.2. Partea simetrică: a, unei. matrici — .— | ДЕ: 
Pentru а obține. аш ptivitoare us йе valârilot proprii: | 


. într-o bandă verticală din planul complex se poate. face uz de teorema: 
următoare, valabilă pentru orice matrice А, reală de. ordinul n, a cărei 


| раг{е simetrică se^ determină cu relația: - я derer m F qe Ey. 
Сет А, = = ta AER Mi 48): 


„Fie. №, i = 1, 2. sn]: id proprii le. er Si "n. min 
Uma, Valorile proprii minimă, respectiv maximă ale matricir A, (valorile 
i proprii. ale oricărei matrici reale simetrice sînt- toate dale, (Es) 161). - 


Teorema 20 (Bendisson) Pentru orice matrice " are loc. : 


| у Umin © < Ке Ai < s Ета» S. | | _ (2.49) 
D. Fie forma : hermitică (v. anexa D) S И ти A M" 
: у= х*А,х, xU. : Е T s e. 50) ii 
id ande: x* este ċonjugatul transpus al torului X, Si fie transformarea | 
Ї x m : 2. (251). 


nde V, eiie matricea modală Shatricii А, În cazul matricilor reale . 
 simetrice V, este: w алайса satisface condiţia vi = уг, [B5]. 
„ Inlocüind (2.51) in se obține е | | 


P x V; “A, d гаа diag Curi ba, spa 1 = y Bo (2.52) б 
| ost | Р 
іп саге . TEE T 1 d „n, sint valorile proprii ale matricii- A, şi X5 c 
X, j= 1; e ae sint componentele: vectorului E și Eres, cene | 


үз 3 
T parte, inlocuind (2. 48) їп. 0. 50) pentru. x == v, unde v | 


И E il propriu corespunzător · “valorii proprii A (pentru simpli- | 
ficare “mai scriem e o 3) a вы А, putem. scrie succesiv 7 

Y = — K * = Qua + Г кА? z in + Zi V*A) = | 
Е. КЕС Бел. МИЕ 0.53) ` 


| | T 


оч 


" | 
(à. 53), tinind seama de faptul cá УТУ, = Va is == 


|. Pentru v= V,9 in 
= şi pentru Y = V. în (2. 30 se obţine egalitatea. s 
кеў зс} ыз», С (2.54) 
à | іа. fi i ИК. 


A S - | 
în care 3; și v, j—1,2,..,m sint componentele vectorului V și res- - 
pectiv conjugatele lor.. Fácind acum in (2.54) majorarea S gas Sb * 

„respectiv. minorarea ш иа» ambele pentru toti ДШ =, 1,2,. „n, Е 
obține imediat (2.49). | 

. Rezultatul formulat prin teorema 20 poate fi folosit pentru ob is 
rea urmátoarelor "condiţii suficiente de stabilitate. asimptotic&, b 


“Teorema 21. Q matrice 4, reală de ordinul n, este murug iană dacă . 
| Di С < 0. | 3 SU О (2:35). 


| Din punct de vedete practic, în locul teoremei 2 1 bste mai util urmă- 
“torul rezultat echivalent, in care e prin Аа ^ vom nota п minorii иын | 


diagonali ai matricii A;. Fd 
Teorema 22. O: matrice А, realá de ordi n, este ЕТИ 7 dacá 
: (7*4, > 0, k 495, ... | эз d (0.56) 


D. Dack А, satisface С (2.55). atu PM este negativ definită. Conform 
„criteriului lui Sylvester ( area LE A; este negativ E dacá si 
numai dacá are Jor (2. 36). - В 


 Exemplul 2.6. Se А | 


: | (у, -i 'a | pă B XS а 
я WU " = . ` т ir 
- 2 a-f "E M бо, "uM 


{У | 
sa se de " dX planul (a, b) domeniul în care: (2.56) este satisfácutá şi să se. 
. Maps il de-stabilitate. asimptotică şi cu domeniul determinat cu. (2.16): 

) l 22% 298 i i 5b x | à 
Pb 


atb 


Des NC DN on RE т: 
s | RC Е Е | ss ' 
dam 140% Ads mice b ` 


Е 


din care. rezultă — 2 « a-- b < 2, res- ` 
pectiv domeniul. cuprins între  dreptele 
paralele (d4) si (d,) din fig. 11.23. 

` Pentru determinarea domeniului de 
„stabilitate asimptotică se calculează 

A (s) = det (Zs — А) = $ -+ 2s + 1— ab 
si se pune condiția ab < 1. Domeniul, cores- '- 
-punzător este cüprins între arcele “de hiper- 
bolă (hı) si (ha), fig. 11.23. | 

* În sfirşit, folosind (2.16) rezultă » 

ИТЕРУ | -icbcd 
iar domeniul corespunzător este interiorul 
pătratului P, fig. 11.23. 

Concluzia care se desprinde din acest 
exemplu. este 'că prin condiția suficientă 
(2.56) se obţine un. domeniu mai тіс decit: : 
cel de stabilitate asimptotică, (acestea co- 
incid numai dacă însăși matricea A este si- . Fig. 11.23. reel exemplul 2. 6. 
metrică), dar mai mare decit cel furnizat de — íntre domeniul de tate asimptotică 
condiția suficientă (2. 1б)... i | şi domeniile оъ "cu (2.16) si e. 56). 


T 2.3. 3. Matricea Hankel asociată unei n. 


Fie fractia pe | 


Re 


2.57) 


unde e P( 5 ) şi Q(s x sint douá pe cu coeficienți reali, relativ prime | 
între ele, cu grad Q— ^ < 
Se stie cá functia R(sy po e fi dezvoltată in serie de forma: 


o S. + Sos + ss. Te 20,058) 


ш care S, t = — 042 ., se numesc iod. M arkov ai fractiei | 
о Cu: ajuta S or parametri se definesc monde de tip Hankel 


Eras . Sk-1 i $1 Sa ec 8g 7 


Sk m Sa S3, > s Săi 


QHg-|: ® 7 7? [ Qs 


Sa k wey S2- 2 | = Sk Sal... “ Sop- 1 
numite matricile Hankel de ordinul k asociate fractiei R(). 


Matricile, (2.59) au fost utilizate pentru ‘obținerea unor rezultate . ` 


< stabilitate: De exemplu, séparind in A(s), relația (2.1), polinoemee 
A(s). şi A,(s) conform ‘ecuației > Dn ` 


, кл чыз pe) 5A). к= | (2.60) 


_ , Й К | Е ; | 189 А 


+ $ . in à 
n - * * . M y 


"numite partea pară şi. respectiv partea impará a lui Als ); și E j 


лд. Pe) = 2,0), 00) c её ое (860 ^» 
sé obtine EE : " % p 
R(2) = A) | 2. de + s — us + E — 2827 deu uc) 
A») Е ` ` : tel - 
E acest caz ' coeficienții. zi, T= —1у0,], 2,. m se numesc deu m 
„metrii Markov аі polinomului. A(s).. Matricile Hankel е | 
au- formele bellos Tuer И TM "E е. qe | 
1 Chem e ck o] Е fü а. qe: 
: - Zi C Zo eZ. Ба, EFL D — 5 
j E WEE Ні 2р ыс (2.63) . 
um B ^ К M ` н К а um Е rs Tg es 
Bs Ze: : E , 72k- 2 4 І А КЕ ET * e ls 14 
"Rezultatul de stabilitate, a cárui demonstragíé/ 6 este: dată în 160, К 
‚аге urmátoarea formulare. © ^ ^. c. S | : | ^ 


| ерец: 23 pm Polinomul. A(s) . este 
.-hurwitzian dacă şi numai, dacă matricele reale “simetrice, Н şi. H" 

sint pozitiv definite, unde $ = n/2 saüo(n — 1)/2 după cum n este par 
sau impar; în ultimul caz există și: difia suplimentará za 0. 


Un rezultat similar a fost "fora diat 5 peus Pone convergente nn 


1р3). " c1 d а" б, at 
Exemplul 2. 7. Se pr ` 
` Uc N S ari retenta 


Så se- studieze зына estui polinom. n ca dată N | 
‘Evidėnt; ace BERNER у. | бе de x 


TM gu A() )est 9t. 4-Е s (2241, 
NS “ceea ce «gli | - "oA osos Ens 


E l CU . Apta ERIS ETT peas 1, 
; N Me P . 
| AN Ў = 2а 1 mic 17 r2 4 145 pt 1237 ёа. 

y- ETETE ош козу Pe VERS SES 
Matricile Нап С у з" 1 у үз 

` pU „^к ce WWE „4 ол CLE 
. H* zl o. b onum M: Н 
О : | 17. is] AP l 145 -1235 | | 

` fiind pozitiv definite, ‘rezulta că A (s) е este hurwitzlano EM ` 


| M 


: Desi, éómparativ.. cu criteriul Наг ЕА 5 де la 1.1 2), ordi-: 
"nul cel mai mare al. determinanţilor care trebuie calculati în cazul 
teoremei 23-sè reduce la jumătate, acest rezultat este mai puţin semni- 


e ficativ pentru. aplicaţii deoarece. este legat de “dificultatea majoră a |- 


calculării parametrilor Markov. Cu .taate. acestea, din. punct-de: vedere | 


“teoretic, ideea asocierii matricilor (2.59) fractiéi R(s), respectiv. poli- > 
noamelor P(s) 9 Q(s) s-a dovedit. semnificativa după cum se уа vedea 


mai. . jos. ^o geb deseo Ж z x ps ^ 
| E 3. 4. Matricea Hankel asociată: unei perechi de: matrici” 
Prin extensie,; matricea Hankel a parametrilor Markov a y | 
1 


^ — asociată si matricilor: 4, de, ordinul n, zi B, de ordinul + m, „co erind . В 
în (2. 57 | © 4 


| pls) = det Las АЈ SS | 
"A 06) = det. [ns = В), Ea Е (2.65) 


| unde І, ȘI In sînt ratricile -unitate corepunzătoait 
| -Evident utilizarea matricilor (2.59), aso e astă dată matri- . 
„cilor. А gi :B, presupune calculul с din “(2. 64) $i (2.65) 
și apoi a parametrilor Markov. 
După cum s-a arătat recent, [04], ac i dezavantaje “pot fi evitate 
dacă matricile A şi B sînt de ms H etre inferior normahizate, adică 


de forma. 99 | , 
ЕТ К dc uU s 
da do 1. es .0 NN QN bzi Doo um! © жу ОЎ t 
Ami i Nac С 1. (2-66) 
| M X а LE . et - 
I 11 FR Gs 18 2; % : i ` Lm [287 b, is ... 1 un : f Bi А 
2ni Ang a "Ж: E Nm Е быз, . bas ia ban gs ` 
| Prin D uon reală simetrică 1 P Е d 
/ М Ha == [Ar ha hil, a V T4 


disi în Es ton urmează: 


—[0 0..0 d"; e. 0- 


кз E (A + bm, С IR NC a us 
` _ „в == — (4 $ bn- 19-2091 — = СЕС 2 и . (2.67) | 
EA e a 7 аи — ba, bum bans; Р J 


h= m * bula, + $ 77 T2 CS 
[2° pi ` : un 
Es PW IE | (2.68): 
| pon = (А — LL = b dh i=1, 2,. c^ | 
$ k= t 


se numește matricea Hankel ПАСТА d ER И! Jakoi: aso- `` 


„ciată mătricelor A si B, de tip Hessenberg inferior normalizate: 


„Faptul că Н reprezintă realmente- o generalizare a . matricilor 


(2. 59) rezultá din faptul cá, de „exemplu, peus A: și B matrici de tip 
. Frobenius, P(s) = det (Is — А) şi Q(s) = (—1)" det (Is B) RS с = 
scm (—1)pzis_ 1 din (2.67), (2.68) se obține H,, = А [D4]. 


Particularizind matricea B, Ei anume В = A, în 4] s-a, d esi 2 


„următorul rezultat. A RT C 
S 


Teoréma 24 (Ditta), Mattice A, де tip , Немеп inferior nor- , 


malizatá, este hurwitziană dacă Cm numai- dacá matricea 


este negativ. definită, unde | "EE 


| EE - 
| W = [w, wz. nd. 2 2 270) 
„cu d. k=, 2,. = n) determinaţi а 0 ). Xu s "de соз 


` Exemplul 2.8. Se consideră matricea, ge Hessenberg inferior normalizatá ., 
| | LL А 1 w E 
"Ae Tis -2c7a4 Lh 
i d 4 4 


Se cere să se determine natura S. 
Utilizind relațiile ( 2.67), d 8) obținem: 


w[i p ГИЯ: 


Asadar 


—4 74 10 —4. 4 101 
Ha44-2| 4 —2 —8 |, S- WHa4-2| 4 -6 12 
| 10 —8 —24] | ` 10 —12 —28 


Condiţiile ca S să fie negativ definită sînt: . 


(— D(—4) > 0, 
aq: | І 
(— 1) i. = 8 > 0 / 
< oa 4 10 E 
\ i Я А : ` 
(— 19 4 1—6 —12|— –8 < 0, І qe 
10 —12 —28] > A э 
ceea ce înseamnă cá matricea considerată este hurwitziană. “7 Фу, 


\ 
Rezultatul formulat prin zeorema 24 este important ншы rind 
pentru aplicaţii, in cazul sistemelor continue de dimensiuni mari, deoa- 
rece nu pretinde determinarea polinomului caractéfisfic sau folosirea 
transformării omografice (v. 2.2.2.) Relaţiile recurente (2.67), (2.68) 
nu ridică nici un fel de probleme din punctul ' vedere al utilizării 
calculatorului: numeric. Dé asemenea, determinarea faptului cá ma- 


: ,tricea S este sau nu negativ definită este chestiune, din punct de 


Aspectul aparent particular cá zeo 24 se referă numai la matrice 
de tip Hessenberg inferior: normalizâte nu constituie un dezavantaj, 
deoarece orice matrice nederogatoribă (sau ciclică) poate fi redusă prin 
transformări elementare -(uşor ,déterminabile si algoritmizabile pentru 
utilizarea calculatorului nun ) [D 1, 2] [G 2], [S 15; [W 1, 2]) la o ma- 
trice asemenea de tip Héssenberg normalizatá, (cu elemente „1“ pe. 


vedere numeric, complet rezolvată: (a! 
ra 


- codiagonală). O matrice x4; de ordinul n, este nederogatorică dacă si 


ur 


numai dacă în șirul de polinoame (5.24) de la I.5.2.1 avem A, (5) = 1, 


“[G1], sau echivalent, -6ste ciclică dacă și numai, dacă există un vector b, 
MEN stfel incit perechea (A, Б) este complet controlabilă, 


[K1]. ха dérogatorice sint matrici cu vâlori proprii multiple in 
a cáror. ătanonică Jordan o. ăceeași valoare proprie apare in mai 
multe locuri Jordan, așa cum se exemplifică prin relația (5.19) de la 
1.5.2) sad" a'exemplul de la 1.5.2.2. b. În'aplicații astfel de matrici 
se întîlnesc numai rareori. Totuși, “chiar și in cazul matricilor deroga- 
torice se poate ajunge prin transformări elementare, [W 1], la matrici 


„asemenea de tip Hessenberg reduse (cu unele elemente nule pe codiago- 


nală), formate din submatrici Hessenberg nereduse (cu elemente nenule 
‚ре codiagonală). Evident, acestea din urmă sînt asemenea cu matrici 
Hessenberg normalizate, cărora lise poate- aplica teorema 24. ` n 


4 


И | ; 193 


Metoda drecventialit eue príma metodá de Ке şi de sintezá a 
temelor automate care s-a “dezvoltat. unitar si care s-a “aplicat. con- 
vent în perioada clasică a automaticii (anii '30—'50). Se' poate 
rma cu certitudine că marea majoritate a sistemelor automate de: 
clasic existente astăzi în industrie sau în alte domenii au fost pro- . 
tate si realizate pe baza conceptelor si tehnicilor elaborate în cadrul 
todei frecvențiale. Succesul aplicării acestei metode in proiectarea 
temelor automate liniare a determinat utilizarea ei, cu adaptările 
rigoare, si pentru “sistemele automate neliniare, cad de 
menea rezultate remarcabile: i 3 


Dupá o perioadá de penumbrá, datoratá ani ao. 4 metodei varia- 
elor de stare, metoda frecventialá revine in anii ое іп 


ualitate, dar la un nivel superior, si anume cu fate aplicabile. 
te nelor automate multivariăbile. Explicaţia ace: ex fapt, nesurprin- 
Ator in dialectica . dezvoltării - științelor, consti i /aceea că metoda 


'ecventialá oferă soluții simple de proiectare, pentru multe tipuri de 

teme. automate utilizate in, industrie. Acei A soluții, asigură realiza- 
erformanțelor impuse 'și proprietăți de'robustețe, în condiţiile în 
€. partea automatizatá are ип is tematic „imprecis sau incert 
re anumite limite. | 


Baza matematicá ре care s-a E metoda - frecventialà este 
onstituitá de. transformarea La aplice „ transformarea Fourier și teoria 
nctilor de variabilă complexă; 


iar in cadrul acesteia, de prac 
igumentului. tos ОКА os, A : 


(QUU U | v.e 
31. Principiul уволена 


i rd pe. contur a derivate Jogaritmice ыо» a 
QS „ ч : „5 
es PE ч OM 
i ?» 5 | G(s) — e sec |. че (81): 
"E и ; . P(s ` Ех \ ғ 


са de А a unui sistem dinàmic liniar monovariabil,. în саге . 
s) și Q(s) sînt două polinoame cu coeficienți reali, relativ. pure intre 
le şi cu grad Q(s) = m, grad UN = н. 


1? Fie y un contur inchis in i sad ЕР C, în interiorul căruia .. 
G(s) are m, zerouri și n, poli, considerindu-se si multiplicitățile lor. 

Principiul argumentului, care permite: evaluarea variaţiei totale а 
arg G(s), s € y, se-deduce din urmátorul rezultat clasic din teoria func- 
pilor de 0 variabilă complexă. ` 


Teorema 1 б е Funcția G(s), conform ipotezei 1°, sulfate 
relația: > L 


| jt eo х big qu өл 
‚ ү G(s) A 
| D. Fie z, de multiplicitate ma 1 =i, Zora Ш, PE Aa n ыы 
în, interiorul lui y si 2,, de multiplicitate. Vy, ES = 1, 2, olii lui 
G(s) i Ìn iitertornl ii y. Conform ipotezei. 1? au loc, ie Ade 


A 2 UM RU = v sa Н 
Pentru. . 2E EE AT V | 
BE Eg Gg) 1 G s joe ga 

кле. _ С) po ans (02 63 


& x * Я "E 


numitá si derivata ЕВ, а 1ш С(5), » cit si A sint, după cum 
se va vedea imediat, singularitáti [ta jol simplu: Ca urmare, pentru 
evaluarea integralei. pe contur uma Cas арпа. teorema reziduurilor, 
[A 1,2), [S 2), si se obtine 


i ee E 68 
Ре de. altă. parte, m zı putem спе ^ — FE 
O gr бф) = 6-6). Е. 


| pa G;(s Sis саге. nu are ре z; ca zerou. . 
E е. & ditii se obtine ES o 


SO. бт a | 
ST | NN заты n 


ceea ce înseamnă că reziduul corespunzător lui.z, (pol.simplu al func- 
tiei i eec cae  Rez,(z,) = = m` În consecință N 


Pa) 
А i=l i ` ` 


-asemenea' pentru. f, putem scrie 


1. 
в) = = G,(). 

(s = 5)". ^ P 

nde G,(s) este о fractie care nu are pe py drept pol, ceea ce conduce la 
DII ME ee to TE MN 

` б)  s— e Gs) 
Reziduul corespunzător lui: pr (pol simplu al funcţiei б (s)/G(s)) 
este Rez,(5,) = = — My Ca urmare i S ` 
v | TR, 

р: Rez,( debes cs У Hyg = — Wu. “М NS (3.6) Р 
LES! k=1 ч i 


'talocuind acum (3.5) si (3. 6) # in (3.4) se obţine (3. aj, 

2? Se presupune in plus cá G(s) are 9i, zerouri & ү poli, considerin- 
u-se 751 multiplicităţile lor, pe conturul ү 

Vom da în continuare fără пышы, un n &zultat care ține seama 
1 q această. ipoteză. 


“Teorema: 2 (Cauchy). Funcţia d E мейин 1° și 2°, sa- 
isface . relaţia, КЎ | , £ 


G'(s) Tw. 

V Gt) TT de am) m d 2 © 
* ` Nl А * 2 

3.12. Variația totali à argumentului 


înlocuind (3.3) mute: 7) se obține + | 
aou (o = 2лј(т, — m) + Kj (9 — ). ^ ^ (8. 


(s). f diee d de variabilă complexă, poate fi. explicitată sub 

^ M Ü | =- 
ra G(s) = | G(s) евевв, с, ^ (3.9) 
лаба (3. 29): in (3.8) si impártind apoi prin j rezultă “ | ` | 
s [ang Ge = PNS ny) + n (fiy — Жү), g | (3-10) 


deoarece [In | G(s) ler =0. . 
Relaţia (3.10) este expresia analitică a principiului PETET T 
10 alegere convenabilă. a conturülui ү relația (3.10) poate fi folosită 


Я i 
24 ] A A 


“pentru evaluarea variafiei totale a- argumentului 
în funcție de numărul de zerouri și de poli. ai lui 
G(s) situați în semiplanul Re $ > 0. Un astfel de 
contur este conturul Nyquist yy — fig. 11.24. 
~ Fie my, = m, $i nyy = n, numărul de zerouri 
şi respectiv de poli ai lui G(s) i in Re s> 0. Fie de 
. asemenea Mo Și мо numărul de. zerouri finite si res- . 
pectiv de poli finii ai lui G(s) pe Кез = 0. Se 
știe că G4s) mai are în punctul de la infinit- fie 
un zerou: de multiplicitate | ж — и |. pentru 
m < n, fie un pol de aceeași multiplicitate pen- 
tru m > n. Întrucit R — oo, fig. IL24, rezultă . 
cá punctul de la infinit apartine conturului Yy f 
Ca. urmare Myy — yy = Mo — no — (m — n). Fig.. 1.24. jos ; 
În aceste circumstanțe din (3. и se obține ‚Му | 


; i aS 
arg єє) |® = 2n(n, — m) 6 v - Mo) tq - = "m (3. 11) 
0) == — 00. - id 
deoarece ME О | aS. | | 
re GG) ^ 7.05 9) us — arg Güe t ©, 
| ==- 00 Мо = — 0. 
Intrucit ` TE P " S á ÎI ы 
EE epp? TES =з бәјә, (д) 
о = — 0. др о = 0 С 227 
din (3. 11) se- mai obține e И 2 
arg Gio) |E TEO = si m) de (rom) + T (и) 
2 nul Е E 22 77. Маз) 


Precizám с 53 347 este o consecință ` ac ptoprietăţii G(8) = G(s), 
seC, (fro qi S veflexie — valabilă numai pentru ai G(s) 
cu eei n ceea ce, pentru s Lo implicá. G(—je) = G(jo), 
км arg G( x m — arg ; о 2 0. | 


8. 1 s Creme Leonbară 


Й 
Uu 


Forma (3.13) a principiului агентен poate fi aplicată аслан 
pentru obținerea unui rezultat de stabilitate asimptotică sau IMEM. 
pentru sisteme continue în timp atunci cînd se as Li polinomul 
caracteristic sau a polinomul polilor. 


x * "E: Я ЕЕ 


Si numai dacă 2 | | 
v "a EM " 
0 | 27 ji | \ 


р. Fie А is), 6 cu“ ZA 'zerouri in Re з > 0 Si ro. zerouri pe Ве s=0. 
n. aceste condiţii, conform principiului argumentului, putem scrie . 


| arg A( je) |^ 


= ES о ре узы, 6 T 
ar A o | = — nr, — — r — 7. 3.15 
xi бө» EJ A EM e aie ) 
СИТИ "Раса (3. 14) este adevărată- 'atunci 7, ==0 Sidi 0, сеёа 
inséamná cá AG este. hurwitzian. «У 
Necesitatea. Dacă A(s) este hurwitzian atunci Д zu Și уо = 0 În 


este condiţii - din - (3.15) rezultă (3.14)... . 

Un rezultat echivalent cu acesta Si'care face u& de hodograful A(jo) - 
fost enunțat ` prin teorema. 4 de la 1.1.1. Teorg ma 3 are calitatea cài. 
ste mai precisá.si'cà atare este mai СИ in aplicaţii. Din acest 
nct de vedere poate fi mái util urmă enunt echivalent. 


Teorema 4 (Cremer- e) po cial A( (s) este hurwitzian К : D 
numai dacă hodograful А(јо), parcurge і In sens pozitiv exact 7 | 
adrane. 


“Ca cen de aplicare à ner da 3 şi 4 se poate revedea exemplul ` 
de la 1.1 А i 
Ww B 


^ 4 


а 


3: 4. 4. Semnificaţia adt G(jo) 


К Se 'considerá p cu йена: de transfér Сб) de forma 5 1 
escris de Fan je. i Ма 
| PY). 1: (3.16) 
E intrare este functia sinusoidală б, | к 7 
(f) = sin одї, t > 20, | 


18 interesează să. “determinăm. COXDUBEDUA T .de. regim - permanent 

(2), 120, a lui nn ore | | : | 
Se: stie cá. | e o B4 P р i Z 
: | n 


Sho 


H 


Ü(s)— € {sin ed = ` 03.17) 


„ceea се, după i înlocuirea. in: ©, 16), conduce la. 


Y(s) = G(s б i 3.18) 
К Y) Og c NU 
Реріги. simplificarea. ey se présupune cá s = = +]% Au este- 
nici zerou si пісі pol al funcției G(s). 
Componenfa de regim permanent Y ds) se b foarte uşor. “din | 
"Y(s) deoarece, se știe, ea este formată "din fracțiile simple corespun- 
-zátoare polilor lui U(s)- „Aceştia sint sre — + jov: 


-Aşadar » | ШЕ M 
| ( 2 A : А, IM К К Ф A 
Y As) = +——2—» “лөр 
ii ON 5 — јео S4-jeo. ^ 7 OP | 
in. care, . conform teoremei dezvoltării i» anexa A), T 
Ау з = MEER a + реЗ: je»). | (3.20) e 
| | 4, P6 + 0l ejos | Av | 
pu p os s- Е. a 
л ees os d. ME E 
Întrucît -— vl | с, eu os pu 
| i Gl + jeo) = R(o) s H (eo), - c0 (321) 
unde. R(oj) 51 I(00) sînt partea r și ЗА Imagina a lui 


С(јоо), prin inlocuirea lui (3.21) in 2 si apor in л dupá calcule : 
elementare, din: St 19) rezultă S i К 


Ps paras E. 


OF neris original у este. — 


- \ 


aS. E) = |G(jex) inte arg сбор, P (3.22) 
in e a i NU I ` 
І Ма-ма, sicco el: 


. Rezultatul (3. 22). pune în evidenţă. faptul că în regim ейи 
‘sinusoidal mărimea de ieșire a unui sistem dinamic liniar constant: 
monovariabil este o funcție. sinusoidală de amplitudine egală cu modulul 
lui С(јоо) 91 de defazaj, in raport cu intrarea, egal cu argumentul lui . 
С(јоо). Acest fapt remarcabil е introducerea următoarei noțiuni. ^ 


© ое» 


EE 


199 


Definifia 1. Fi unctia Go) c care e definesie complet regimul permanent 
usoidal pentru e € R al sistemului dinamic liniar constant mono- 
abil cu funcția de transfer G(s) se numeşte răspunsul la JUR 

1 respectivului sistem. 

„Răspunsul la frecvență se obţine, relativ ușor, prin calcul sau expe- 
nental, si se utilizează practic sub două forme grafice: locul de trans- ` 
er și diagrama Bode. | 

“Locul de. transfer este hodograful funcției G(o), Єй. 
Diagrama Bode este o reprezentare cartezianá а funcţiilor j 


Aale) = 20 1g (Gjo) o 2 0, ^. + (823) 


Ф) = arg Go, o0, — - Să 24) 
regulă pentru, o scară logaritmică in baza 10 a mate Aaa) 
numește atenuarea răspunsului la frecvență și se măso n deciBell 
dB) și (о) se numeşte faza răspunsului la” frecvenţă. A -măsoară în 

e nu rar in radiani). Utilizarea diagramei Bode 'esté preponde- 
entă, deoarece, adeseori, caracteristica atenuare-frectepță (3.23) si uneori 
cáracteristica fază-frecvenţă (3.24) pot fi aproximate. prin segmente 
e. dreaptá. Totodatá, diagrama Bode perm "d evidentierea E utili- 
area mal simplă a corelaţiilor care există se dorește să existe, 
e anumite benzi de frecvență, între atengărea și faza răspunsului la 
cvenfá. , =d кА : А 


i ` | 
NN p 
33. Criteriul Noquist A. 2 feug Ж, 
GU " us ME. 
3,2,1. Utilizarea оси de transfer EU 


4 


-— 1 


Й 


Fie pu sita cu structura din fig. II. 6, b, în care 


M) 6 | "d 
Vus G(s) =:би(5)б„(5) - . |0025) 

A a sistemului deschis, de forma (3.1), cu m < n. 
transfer. intrare-iesire si perturbaţie-ieșire au respectiv 


4 


bL OE ОК 
Dus F(s) ' eus UTE | 62^ . (3.26) 
in саге s-a notat О is | | | | 
ве) =1+66) = РӘН, ^ 5 qm 


P(sk în BEL E EE 


Polii lui Go(s) si Go,(s) sint de fapt zerourile lui F (s), respectiv zero 
rile polinomului P(s) + Q(s). În general F($) poate avea z, zerouri in 
Re s > 0 și 20 zerouri pe Re s = 0. Рош lui F(s) coincid cu polii lui 

G(s), “dintre caré n, se află in Re's >0 şi л ре Ке s = 0. Punctul de 
la infinit nu este. nici zerou si nici pol pentru F(s) deoarece F(s) este 
raportul a două polinoame de grad ж. În aceste condiții variația totălă 
а argumentului lui Te); век, se determina, cu formula (3. НІ si 

„are expresia ` ` ' 


arg I UN = т ^) Фб: = &) Г e 


бошору feoremei 8 de.la 16. 4.1 sistemul automat cu str cia a di 
fig. II.6, b este stabil ІМЕМ dacă si numai dacă toti polii my Go(s) 

Go„(5),: respectiv toate zerourile lui F(s) sint situate 
Re s « 0. În aceste circumstanțe putem enunța -u 


Teorema 5 (Nyquist). Sistemul automat cu stry au din fig. IL6 
este stabil IMEM dacă și numai dacă F(s), defini? prin (3. 21), satisface 
condiția шг 
ag Е @ = 

o —.— | 

D. Suficienje Dacá (3.29) 2, atunci "din (3.28) rezultă 

z, — 0 şi 20 = 0, ceea ce este NE ent pent stabilitatea UEM a 
„sistemului. automat. |. — A : 

Necesitatea. Dác& siste отан este stabil ІМЕМ atunci 2, 
51 20 == 0. În aceste condi din (3.28) rezultá (3.29). 

Din punct de Med ractic, este mai util si mai simplu de aplicat: 
un enunt.echivalent * eoremei 5,.care se bazează pe următoarea obser- : 
vație.. Intrücitointie Өй (s) si G(s) existá 8 (3. di este suficient să 
se reprez om ograful G(jo), o ER : 


celălalt Но „și anume F(jo), o eR, | т 
rezultind at fatá de o m orj- ` iat | 
'gin Vat în punctul (—1, 0), БМО) p ont 


fig. М 3 Enunţul echivalent al termi 
5 este rmátorul. 


Teorema 6 (Nyquist). Sistemul auto- 
mat cu structura din, fig. 11.6, b este | | 
stabil IMEM daca! și s mai dacă locul, Fig. 11.25. Determinarea lui F(je) 
de transfer al sistemului deschis (hodo- „din G (jo). 


i бш) înconjoară: punctul! С 1; 10) in. sens s pozitiv. de un. numár, m 


zi n 
"y 4 - по | ori atunci cînd o variazá de la: = бо Ја 4- oo. 


* e u а 
E à 


3 -a T că n, Si na "sint t poli lui G(s ) in Res o şi respectiv pe i 
eas — 0. Aceasta. ‘inseamnă că sistemul deschis, reprezentat йе; func- 
de: transfer G(s), poate: fi arbitrar instabil ІМЕМ. Dacă. аге loc:con- 
іра (3.29) atunci prin introducerea ieactiebinverse conform, fig..11.6, b, 
istemul inchis corespunzător este stâbil. ІМЕМ. Această calitate. deo- - 
it.de importantă a. caci a mai fost pusă in evidenţă la 1. E 51 
11.8. 

Оп caz frecvent intilnit î în “aplicaţii este acela în care sistemi] deschis, 
prezentat de funcţia de trânsfer.G(s), are cel mult doi poli.in semi- 
lanul Re's > 0 si anume în origine (s = 0), ceea ce insea că n, = 0^ 
по < 2. în, astfel de cazufi se E o form& "posee а teoremei 6. 


a din fig. IL 6, b, 
in originea planului 
e stabil IMEM dacá 
stihga in afara-locului | 
urs pentru: o luînd, valori 


шера Т (Nyquist). Siimu] automat cu struc 
‘саге G(s ); definit prin (3.25),:ате cel mult doi.p. 
inplex $i restul de poli sint toti in Кез < 0, 
“numai dacă”punctul (—1, jo) este situat 

e transfer Go) a atunci cind a acesta. este 


rmă conplit este dial să 
e: détermine la prima vedete dacá ctul (—1, jo) este la stinga sau 
dreapta locului :de transfer G(j@): Avind п vedere. cá hodograful 
) ¿este parcurs de la о = TUE la € = + oo, есі їп sens negativ 
‘conturul Nyquist — fig. 23, rezultă : că punctele situate:la dreapta 
odografului G(jo), în. s ш al lui e, sint puncte interioare.. 

-procedeu expeditiv di determinare a poziției punctului (—1,j0) 
aţă de hodrograful. G a) constă. în. hașurarea. părții drepte a curbei 
je). Dacá punctul (1, 10) nu este într-o zonă haguratá atunci aceasta 
e în exteriórul dografului Gjo), respectiv la stinga sa atunci cînd 
(je) este y pentru « о crescător, 


йа Se consideră sistemul automat cu structura din fig. 11.6, b și 


К 


"n . 


OSEE: шкы dj. Sereno 
у S ^s Б 2% + 5+ [ 


Se cere să se studieze stabilitatea IMEM a acestui sistem.. e 


Folosind criteriul Hurwitz (teorema 5 de Ta 1.1.2) se trage concluzia că “polinomul 
H 25% s + 1 este. hurwitzian. În aceste condiţii vomi. aplica - teorema 7. ^: i 

Lotul. де transfer С. (jo) are. forma din fig. 11.26, în care porțiunea trasată cu linie 
treruptă corespunde lui: o < Oşi, datoritá proprietății de reflexie a lui G(s); este sime- 


fric" cn'G (јо) pentru o > 0. - Hașurind 
la dreapta hodograful С (јо), oeR, se 
constată că punctul (—-1, j0) rămîne în 
afara sila stînga lui. Conform teofemes 7 
“sistemul automat 'considerat este stabil 
ІМЕМ. " . 


: Exemplul 3. 2: Se consideră sistemul 
automat ‘din fig. 11.6, b cu | US 
Ew $opd 
сд = EN сш 
: o sa NU + 2 


Se Td să se verifice dacă sistemul este: 
NE “stabil IMEM pentrü х=1@@=—2. 


"Conform schemei. dip. fig. II.6, b 


3 ' avem i 
d | - + T Za | | i 
Gals) = —— ———- si Galjo) = = 
О» s?(s + 2) е | Y 
ku qe T а р > | 
REPE UU ' Fig. IL26. L AN da trameter al sistemul 
© бо) (јо +2) % his la exemplul 3.1. + 


și СЕЕ de transfer . „corespunzătoare sînt, al e селе 1 în fig. 11.27, a şi b. Amb ] 
hodograte, Gilja) si С. (јо), trec prin punctul Aa infinit pentru о = 0. Examinîn 
poziţia punctului = (—1, j0) se constată, că LOD a= l şi х= 2 sistemul consider 
conform teoremei 7, este stabil IMEM. ` 


Fig. 11.27. Locurile de transfer Gi (jo) - si Ga (jo) la ` 
Ke ш ow e ga icc $2 0 7 


Y “ТУ, OX 


in punttul (1, j0). Dacă asa stau lucrurile i înseamnă cá există valori. 
ariabilei :5 = jo pentru care 
G(jo) = 


x зи 


i 


utomat cu structura dim fig. 1.6 6, р! 'nu este. stabil IMEM. 
Din cele arátate piná aici rezultă că punctul (—1, j0) ocup& o — 
ivilegiată relativ la stabilitatea ІМЕМ a sistemului automat. Din 
cest motiv. punctul (—1, j0) se mai numeşte si-punct critic. Intuitiv, 
51 evident că in cazul sistemelor automate stabile ІМЕМ, cu cit locul 
e transfer G(jo) éste mai îndepărtat de punctul critic, cu atit sistemul 
espectiv are posibilități mai reduse de a deveni ia fail IMEM Ss a- 
a unora dintre párametrii săi. . E ME | w | 
Definiția 2. Pentru. агарса calității unui sis к automat! ` 
lar constant monovariabil se definește s/abilitateá rdghvă ІМЕМ, 
re se evaluează, conform. fig.. 11.28, prin: i | 


= -marginea de amplificare. б» gm Wer" 
ЕЕГ ie d FEM 
"up om "a (Re (3,30) 
К ї аба". © 
‘Саге о» este determinat. -prin arg G( iq — 180* si ©. 
— marginea de fază . ` з Т 
. | w= = arg. Gia; 180, 2 (3.31). 7 
ге оу este determinat prin | aim | = 1, iar arg G(jn). este. măsurat 
în fig. 3b 28 Gi avind, evident, o valoare negativă). | 
2% AN | брге- deosebire de йш de sta- 
Ny bilitate ІМЕМ, definit la. 1.6.4.2, 
e „a. саге depinde numai de distribuția 


< polilor lui.Go(s) in planul complex, 
` stabilitatea relativă ІМЕМ depinde 
atit de distribuția polilor lui Go(s) 
(care coincid cu zerourile lui. F(s)) 
cit si de cea a zerourilor lui Go(s) 
(care coincid cu'zerourile lui G(s)). 
.. "Din acest punct de vedere 'sta- 
. bilitatea relativă oferă o posibilitate, . 
M -asemănătoare cu aceea asigurată de 
indicatorii performanţelor definiti pe 
‚ baza, răspunsului indicial (v. 1.6.4.3), 
` de apreciere a calitátilor unui sistem 


` 


automat, де această dată însă în regim permanent sinusoidal 
Această făcilitate și faptul că stabilitatea IMEM a unui sistem înc 
poate fi analizată pe baza cunoașterii locului de transfer al sistemulu 
` deschis (obţinut. prin calcul sau: pe cale experimențală) constituie avan 
tajele esențiale pe care le asigură tehnicile E LN faţă de tehni 
© polinomiale sau, de cele matriceale.” ` 


S-a arătat cá între răspunsul indicial și zapis la frecvență 
unui sistem automat există relaţii bine definite, [V 9].. În acest conte 
„valorile recomandate pentru. marginea de amplificare şi E dé 
cistig sint m2 3 şi respectiv y> 30°. ; 


Relaţiile dintre indicatorii performanțelor. defini pe baza 
sului indicial și anumiți parametri ai răspunsului la frecve 
care si stabilitateà relativă) au fost determinate pentru ue 
de functii de transfer și au fost reproduse si in [V 9] 

Satisfacerea. valorilor recomandate. ale stabilitáti M se reali 
zează, în faza: de proiectare, prin alegerea Кс С„($) cu struc 


turà si parametrii adecvati. | xv 
2. E v 
3, 2.2. Aplicatie: alegerea regulatorului p sistem aistomat 
. de: urmărire | | C 
Se consider sistemul ТАЕ urmárire cu schema functional- 


tehnologică din fig. I:10 si schema ud structuralá din fig. I.11 (v. I. 1.4: 


Se cere să se determine pagg jhetrii ko, А si T ai regulatorului, astfe 
încît sistemul automat . să. SP о stabilitate relativá IMEM la valen 


admisibile, 
Pentru a examina redata efectul ‘regulatorului | | 
"i " . у | . k : D 
Ў Pago - ui) Hw cw 


asupra. spei relative a sistemului. de urmărire: vom „considera 
urm three două cazuri, 

Rs E 1 şi k= 0 (Rv R, si Ез = = 0, v. I " 1.131)), ceea 
ce in mná.cá o 


"X 2 pr 


„Funcţia de transfer a sistemului. deschis are in: acest caz forma 


e Ee G, (s) Gus) = — t 


————————— . (3.34) 
es + || E 


| M,(o)— IG a e) 1 = Ao: 00, E ы 
e à) = arg Galia) = 270° — arctg 5 elis Co(836) 
X: Е 


сш де {ашыг оў Pic reprezentat i in fig. П. 29, а. Punctul: d. jo 
e-in exteriorul bodografului Ga(jo). Conform: teoremei 7 sistemul 
ómat este stabil IMEM. 

În ceea ce priveşte stabilitatea” telativă, 'se ср a cá 
re ar. fi ko — 0. Pentru А > 1 se poate. realiza y — 30, 
onformitate cu (3.31), (3.35) si (3:36) se a E SS 


Mo) — ыл ы Ер б: f 
р (о) = = 18005 90° - = - arctg Ed 30 da pa ba 


| , S 
pă calculé: elementare, din: acest sie rezultă ы = 20 E şi 
400 43. | | 


Pentru a vedea cit de: ghuna. este 
fia polilor , sistemului automat 1 


3 


p solutie, să. observim cá 


a rd EN P 


Fig. II. 29. Locurile de transfer ale siștemului automat de urmăfire: 


— al sistemului deschis „pentru k,— 1, k= 0; 2: = al | regulatorului (3. 32); € + al Sistemului 
i deschis pentru k- = '40, 3, re = 0,05 P А 


numai pentrü zona de liniaritate a amplificatorului de curent-contin u 


-Ga(s) = — Ky nu conduce la rezultate acceptabile. 


litàtii re lative 


E 


{етшш deschis, 


e 
se obtine prin 'compunerea locurilor .G ME şi Ga( (jo). fig. П.29, a sia t 
conform. p | 


| н -o rotire, in domeniul. frecvențelor "medii, in sens-negativ а loculu 


` deschis! 


з 


ЖО [2 350 
* аһ = “кє TiTa T 37- nd 


si factorul de, amortizare - Ө Aa » е ae 


онш fig. 1.20 fd. o. раш gu 1 = 409, si un {ий 
de stabilizare la 5% 1, — 0,3 s. Evident, áceste performante se obf 


E 


Rezultatele indică. în mod clar că utilizarea unui regulator ds 


b). Pentru k > 0:(Ra >0, v. relațiile (1.1:131)), functiacde t transf 


a regulatorului are forma (3.32) si locul, de transfer Gg „o € R, ar 
imaginea din fig. 11.29, b (s-a făcut abstracție de semn “ din (3 
deoarece . acesta este compensat de: semnul, „—“ TE v. relati: 
(1.1.122)). EON. 


ic 


Locul de transfer al sistemului deschis. | av | 
А fx \ " | P E N i К 
G(jo) = GxGe)Gsuo) Ash: = С), бә), ә cR. 


ү ws so) тарау м so) Mie). 
in' care, í Ju М б 


т шы Ji. тиба) = ат Gal). 
Este ugor de observat; à efectul introducerii regulatoriilui Ga(s) const 


favorabil realizării! valorilor recomandate ale sta 
tr-adevăr, pentru Ag = 40, А = 3 $1 T = 0,05 $ (1 
icare se) чы prin cîteva tatonări), locul де transfer al „sistemul 
оппа din fig. 11.29, c. 


aiia, care se” obțin in acest caz sint mult. maj bune $i anum 
m —(SU si ү = 36°. Retinem totuși faptul că ele sînt urmarea 
tatonări bazate pe modificările “posibile ale:locului de. transfer al 

dar fără un suport director cu caracter cantitati 
pentru realizarea respectivelor modificări. Vom vedea la 3.2.4 că util 
zarea diagramei Bode permite o rezolvare expeditivă atît a aleger 
pst de: regulator, cit 5 a. determinárii Реа săi. 


Gjo), сее A e 


i 


3.2.3. Si teme си timp mort ^ - CERE у: 


“fluid, în care partea fixată (Gp(s) în fig. II. 6; b) confine un element cu 
тір тогі, caracterizat printr-un factor e7*, Т > 0. În astfel de cazuri 
пса de transter a sistemului deschis are forma - | . | 
^ G(s J2 a e^, sec, e Mn - (3.40) 
care Р) si Q(s) sint polinoamele definite la (3.1). Aceasta- înseamnă 
Á numitorul functiei de transfer a sistemului, închis are acum forma 


-Spre- deosebire de Sistemdié automate ү timp m NM 
in (3.41) nu mai este un polinom, ci o funcţie trans Fi Aceastá 
functie are o infinitate de zerouti: Dintre acestea E. un număr finit 
sint, situate în Re s>0. Într- adevăr, deoarece pentru Re s>0 


lim б M 
TU Qu A 
ezultă că. zerpurile lui F (s). in Re. s >0 st К ă într-o anumită veciná- 
tatefa originii. Conform unui pt a М еогіа functiilor, F(s "(s) poate 
vea într-un: domeniu finit.cel mult u n 

ienea F(s) are in Re, 520 cel mult di număr finit de poli (zerourile 
ui P(s)). AD : 
In aceste condiţii este evide nt cà lui/F(s (s) i se “poate aplica principiul 
teumentului in scopul obti n unor rezultate de stabilitate IMEM.. 
rócedind cala. 3.2. 1, rez ul care se obține este conform următo- 
lui enunț. | - av l E ҮЖӨТ ы 


T e% E 


ES 


> Teorema 8. iTeoresll 3, 5,68 7, sint valabile și în ГЕ. în care ct ) 


ғ 


» . J NA Р : t | * 
mds e consideră. un sistem automat. cu EE E & mE 
j Ux TUR uM CI ШС и 
AN Bids Dame “®>0, T>0 - i 
: s pons 
К | ; i | A jc 

Se S 5% se determine în planui paranietrilor (. T) domeniul de stabilitate IMEM 
sistemului, А . Ac a e E AD А ` 


у И А $ i Poa 


= ` . ЁС zu . . А . 8 
jT o, = — — (sin To H ј cosTo). ' 2 


Existá situatii, cum ar fi reglarea automată a témperaturii cuptoa- 
Лог industriale sau reglarea. presiunii pe conducte: dé transport de · 


F(s) = 1 4-G() = EE: Oe” NIC 4D) 


4 


măr finit de zerouri. De ase- 


Conform teoremei 8 condiţia de stabilitate ` 
.IMEM. este i 


min Re G(jo) = min| — — sin Т> — 1 
pentru e determinati de- р 
= : o 


Im G(jo) = — — cos То = 0, œ> 0> 
„a : р 


2 


Din ultima ecuaţie: rezultă То; = (2: .. 
ў ‚..›<сееа ce conduce la 


^ 


к 
Окту” Fig. п. 30. Domeniul E B er 
EH i > — 1. i „de stabilitate IMEM d xemplul 
m i 


2% + | А 3.3. 


А Solutia РЕ inecuatii este evident RT <T T2, iar: ж n de - 
stabilitate IMEM are imaginea din fig. II. 30. у 


© 8.2.4. Utilizarea diagramei: Bode fog UM v 
"d | 
Forma cea mai generală, si toto data сеаўћаї simplă ca exprimare, 
a criteriului Nyquist este teorema б, cu e&tinderea corespunzătoare de 
la teorema 8. După cum s-a arătat 1 3 .4,: diagrama. Bode poate fi 
aproximată, de regulă, prin segmente йе dreaptă. Vom arăta în con-: 
tinuare că utilizarea diagramei Bode -este foarte avantajoasă atit in 
analiza “stabilităţii ІМЕМ, cît şi mai ales, în proiectarea sistemelor 
automate: stabile ІМЕМ. ' « "a e E 
În cele ce urmează vonkjăvea in-vedere sisteme automate à căror 
funcţie de transfer ` în circi it deschis este de forma ` 
s J у 45 E | : 
у € TE bms” a id e-75, | ES (3.42) 
NS S s% Mas” d „чї. P 
“о E i 
ER For GM ти {==`1,2,. „n, b >0,. 
OR. fil, T2085 ыык b, s” Ta s 1 si n Es pd i 
Aint 9 prime între ele.- 

Întrăcit în majoritatea situaţiilor care > intervin în aplicaţii ipotezele 
teoremei 7, cu extinderea: de la teorema 8, sint. îndeplinite, ne vom ocupa 
de formularea unui rezultat. de stabilitate ІМЕМ in cazul in ‘саге G(s} | 
nu are nici un. pol în T 5 >0 о polinomul а aS” +... + 1 este 
purum | | 


gx CR 209 


Stabilitate ІМЕМ 77 ІМЕМ 


ji Fig. IL 31. „Analiza stabilității IMEM gend diagramei 

a " i Bode.. . | | 
Cele două situaţii posibile — dide. si instabilitate IMEM - — = aul 
lustrate. in fig. 11.31. Pulsatia. оу, là" care locul.de transfer Gjo) taie 
cercul de. rază ази Sn care atenuarea Аав(о) taie аха . 
de Oas se numește pulsația da d iere a sistemului deschis. Ín confor- 
imitate cu teorema 7, cu e derea corespunzătoare de Ја. teorema $, 
utem enunta fárá demo raţie_ -urinátorul rezultat. 


JP autom cu structura din fig. II. 6, 5, in care. 
5), este de forma (3.42) si nu are nici un pol in 
SE IMEM dacă si numai dacă la frecvența de tăiere 
sti fază-trecvență. se айй. deasupra. liniei соге 
0°. 

Sinus a stabilității "relative. cu ajutorul diagramei Bode este 
implá și ea constă in a măsura as (воо), în care c.g este 


init prin e(c5-1g00) = — 180, $i glo). Marginea de арсен. ехргі- 
mată in dB este ' , 


Teorema. 9. epi 


тав = - Lass) pho ser (88) 
ar marginea de : fază se determină cu .. X. dee сё a 
y= = alo) mz а sss (8.44). 


“ 


Valorile recomandate sint sag = 10 = 20 dB și ү = 30° — 500. > 
Exemplul 3.4. Se consideră sistemul automat. cu 
| i R l A. s 
G(s) = » k >00.. 
2 ‘s (0,05. 5 4-1) (0,2 s + 1) И 

Sá se determine valorile lu k` рени care sistemul automat FEED ао este 
stabil IMEM. x 
- Întrucât : k este "necunoscut vom trasa “caracteristica atenuare frecvenţă дао 2) 
pentru k= 1. Conform definiției. (3.23) avem | b 


A anl ) = —20 1go, — 20 164/10,05)2 +i- 20. AT 0,20) + L, 


Se observă cá AaB(o) poate fi Eilat după: cum. urmează 


t 


—20 lgo  - uL Mn" 99 
Ав) = —20 lgo — 20 18 (0,2%) |^ 5020 , У 
(d —20 ш —20 de 1020) — 20 de nox. 20ze«-. D 
N 


din trei segmente de pie a Punctele de бе sint situate la 10,2 = 5 s 
© = 1/0,05 == 20, care se numesc pulsații de fríngere. Caracteristică Дав(о) „aprox 
mativă are forma din fig. 11.32 (linia frîntă). Caracteristica i (curba trasată 
cu linie subțire) Hue. de cea aproximativa. pentru een, 30], qn ferentele nu depá- 
sesc 3dB. ` yis 

Caracteristica e (o), ‘conform definiției (3. 24), are e Ni 


-c 5 Фф (о). = — 90° — arctg (0, 2%) — асв, 050) ` 


şi este trasată cu linie întreruptă în fig. II. 32, M . 


Aga). AM ` gm i Q 5 woe e ИЄ КЖ 


= ЕН 
Si i ii is SM 
pat ERIT NTE 
"EHE 1А ЇЇ 


07 2 34 5 67890, ^? 3 62516789101" 3, 6S 678907 radis ^ 


ci 


Pentru a-l determina pe k să obseivăm că dacă ki е5 1 atunci linia de: ó dB va 
Ocupa în fig. 11.32 o altă, poziție si anume —20 lg k. Pentru а asigura stabilitatea ` 
АМЕМ à sistemului închis, conform teoremei 9, noua linié de 0 dB. nu poate cobori 
inai jos de nivelul limită Гав = —27,5 dB. Aşadar, Аав = 20 kg k < 27,5 dB, ceea ce 
înseamnă 0 <.k < 12,37. Pentru a obține o margine de amplificare de 10 dB, noua 
linie de 0 dB se coboará humai-pînă la — .17, 5 dB, ceea се înseamnă Аав =. p dB, 

respectiv k = 7,5. În acest caz о; = 5, 25 "тай si iy= 30 


3.2.5. Aproximarea funcţiei de transfer a sistemului! deschis 


Utilizarea descrierii intráre-iesire, in spetá a. funcției de iandien 
spre deosebire de descrierea intrare-stare-ieșire, permite, pe wm rás- 
punsului la frecvență, aproximarea. sistemelor prin funcţii dectransfer 
de ordin redus, care pot fi manipulate; mai ales in proiecta e Sat mai 
uşor. De exemplu. un, Sistem cu funcția, de ` transfer 


ju, (0,5 s + 1)(0,19 s + 1) (0,167 s u, 
G(s) (0,4 s+ 1)(0,294 s+-1) | Do = | 


аге. o caracteristică Аав(о) = 20 lg G(jo) а oate fi. aproximat . 
prin funcția de transfer G(s) = 1. În descriérea intrare- -stare-ieşire 
(sistemul este de ordinul: trei) posibilitatea ei atare. aproximări nu: 
“este ușor de pus in evidenţă. ;. AS 

“S-au elaborat numeroase procedee нае a a sistemelor prin 
odele matematice de ordin redus, ion [R1], care poi fi utilizate și 
pentru analiza stabilității sistemeloi tomate. · a^ 


Vom expune in continuare + ina de 'analiză 'a stabilității 
1EM a sistemelor automate. бги care se ştie că. răspunsul indicial . 
al sistemului deschis ш ар ic "$i cu timp mort, ud II.33, 4. Aproxi- 


iH Bii um ; 
І Е I 
Dim RIN TR i SE. 
. mo 4027. 47 — 179. 
B eu - b | коок 
Fig. 11.33. а — Aproximareă răspunsului indicial al- sistemului "deschis; 
b— Domeniul риашеше d stabilitate IMEM. 


marea constă in înlocuirea curbei A(t) cu linia frintá trasată cu linie 
' continuă. Punctele ei de fringere definesc timpul mort T, constanta ' 
de timp totală « și factorul de amplificare k. Conform fig. П.33, a pu- 
tem scrie 


o,- TENE S. 
| а ИБ Е ü T) re: кө 
Gef pori Di Psi 2 0 G4 
B | M st, m 
în care —— i 7 s o i TM 
v "LL i a и MEL nd ` qe? 
_ is - = ma (0 A И : 3.46} 
: Я MT AS ES -T t ағ ! 3 Кы i 
Aplicind transformarea. Laplace i în (6. 45) se- obfine 6 
(-H(s)m ——— (677° — е). SP . (3.47 
Е (t= T)? © ч l sc i | 


Functia ái transfer a sistemului deschis este "m | | 
G(s) =s H(s & —e". 7 (ву 
uc "UT LM c ORO 


Pentru s = Du înlocuind € = = ei х +] sin х, după calcule de 
mentare se obțin | | 


NS 
ES P И" 
ulo) = Re Gia) RS a fu в соѕ 2 Pr w, (3.49) 
; J У . : 

| A. E" т Т 2 TET: 
e = segs с Ba A Lom sin 72 „ө. (3.50). 


Codd. аан ІМЕМ а ‘sistemului она este са ргіта 
interse Jócului de transfer G(ju) cu semiaxa reală să âibă loc la 
dreapt раа. (—1, jo. Aceasta este echivalent cu. 


^ min ue в) >—1 i "TI M 
pentru e determinat de Е | | = 
^^ $(9)-0, a>0. * og fe "fagi s 
| ^. ^ 213 


(5345; 


înlocuind (3.53) în (3.51) si introducirid notația a x yere 
ndiția de stabilitate IMEM (Карте). s ahaa 


de | 
: UE up AEG 
RE EN. iz: ET gu. im ANN. 
000. SEI а) pa QUO 
are. perinite si ` determinarea ` domeniului M de stabilitate 
IMEM a. sistemului automat — fig. II. 33, b. СИ a ЛАРДА. 


„3. 3. Corecţia sistemelor or automate"? - 
| EC а КЫ 
3.3.1. “Condiții. impuse ые işi automat. 


dE presa. „corecţia unu ss automát" :este traditional consacratá 
icadrul. metodei frecv en бле și are același. sens cu expresia „Stabili- 
rea unui sistem aut “ întrebuințată deja în cadrul acestui capi- 
ol (v. 11.8. 7 ams ^ 


3 У * ы ace T . А ` 
„Pentru Кл efectivă a © corectiei unui sistem duum t este 


ecesară f a "condițiilor, SE bază, pe спе. Acesta trebuie să le 


atisfa 
i ЧТИ automat tiebuie.- să fie stabil: IMEM atit in pu cu 
má i Фа „Фгеѕсгіѕй, cit şi. си: perturbația. 


Q Semul automat trebuie să realizeze ò anumită exactitate. în 
scii ie Ves E 


Aceasta înseamnă că în: regim staționar abaterea .. AN = - 
м, ; : 


n". sia, sp t yin Ur 2703455) 
ebuie să fie nulá sau satisfăcător de Tick, т "s E 


` atît in raport cu mărimea prescrisă cit și cu perturba 


А 


айе cu — 90° introdus deag a, este posibil. de, asemenea ca locul de. 
transfer G(je) să wr шлш ( (—1, 30). \ ә 
| á pentru satisfacerea “condiției” 2° nu tre- 


` (3.43), (3. 44). Ín ipotezele admise pentru G(s) (у. relația -(3.42)), se 


'de amplificare Ё і imprimă sistemului închis o tendință spre instabilitate. 


“amplificare locul de transfer G( (jo ajunge s să înconjoare punctul (—1, j0), 


Relaţia dintre: -mărimea presdrisă 51 abatere, conform fig. IL j 
in: transformate Laplace, are forma | 
хо О (з), 
ы 80 05 L G(s) . 
in care. G(s si definit prin (3. 25), "are forma (3.42). 


_ Dacă ш) = с(й), respectiv ` U(s) = 80(0)} = E ‚ atunci, aplicind 
| © EN К үз чу, S e PORE 


e 


teorema valorii finale (у. :апеха А); abaterea staționară are expresia 
XN m | $ i % i А y | 1 Й 2 
x(4- œ) = lims X(s) = Trag” Lab ay 


ET trage cóndluzia că o abatere staționară satisfă AS a de mică, 
ja obține dacă. 

G(s) are poli în origine (elemente, integratoare in regulător sau in: partea 
fixată a sistemului automat) sau dacă factorul de tüplificare in circuit 
deschis este suficient, de mare. ug 
О problemá nouă care se ridică acum | esteyiteea că, într-o anurhită 
măsură, condiţiile 1° si 2° sînt: contra ictorii deoarece introducerea. 
unui element integrator în circuitul deschis, sau creșterea factorului 


Explicația acestui fapt constă în acgéa . că prin creşterea factorului d 


iar prin introducerea unui, 4n. origine, datorită efectului de ro- 


Oricum, solütia ado 
buie sá neglijeze. WW i e Cu alte cuvinte stabilitatea IMEM a sis- 
temului automat Yr па si, mai inult, este necesară asigurarea! 
unei anumi s de. stabilitate - IMEM. Se ids заны formula 
următoare d | i 


3° м iR E in raport cu mărimea po trebuie să ge 
sufici CO amortizat. ` 

Реп satisfacerea acestei con duds 'se tine seama de valorile reco- 
mandate ale marginii de. amplitudine și marginii de fază — relaţiile: 


poate arăta că dacă la frecvența de tăiere o, panta caracteristici Aas(u), 
pe un. domeniu suficient de larg de pulsatii, este cel mult —20 dB/de-. 
cadă atunci, pentru o valoare admisibilă a marginii «de fază, rezultă 
51 o valoare кашыр, a marginii de. amplitudine (v. exemplul 34). 


б EC N 


21 


iv a amortizárii ráspunsului indicial, numai marginea de fazá v. 
Experienţa acumulată pină în prezent arată cá un răspuns indicial în 
aport cu mărimea prescrisá cu Suprareglare acceptabilă si suficient 
de bine amortizat“se obţine pentru ү — 507-80". Pentru са ráspunsul 
indicial in raport cu perturbatia sá fie acceptabil trebuie ca y > 30. 
Satisfacerea condiţiilor 1°—3° nu este: suficientă pentru. realizarea 
performanțelor impuse sistemului automat. La fel de important са 
1 | precedentele este si următoarea condiție. ` 


4° Sistemul automat trebuie să. răspundă suficient de rapid atit 
a variația mărimii prescrise, cit și la variaţia perturbatiei. сеу, 


Ín mod logic, un sisteni automat are un ráspuns rapid nuhi dacă 
sistemul, deschis corespunzător” are şi el această [propc s 

Ín ipotezele admise pentru G(s) (precizate la sas 3.42) şi, în 
ontinuare), sistemul deschis se comportă ca un filtr e-jos. bos 
a-vedea de care parametru frecvential depinde r ica sistemului 
utomat vom aproxima ráspunsul la frecventá G cu acela al unui 
um ideal trece- ш. Un astfel“ de filtru se Er prin, 


i, este. pulsatia de. sies jar T20 este timpul mort а filtrului 

deal. 

' Răspunsul indi [Р al filtrului se "S după cum urmează. 

v; өү 4. NS atia (6. 70). de la 1.6.4; 2)* n 
У 


gila, ot a-ţi e, o) de eR (8.61) 


t$, A P + 
nverSe" Fourier 


+o з 7 DE T": "LI 
8.0) = L7 Gu) odo — М ("еы has — 
— 2л Ј-ә ' "E . 2x wi ` î 


H 


Me sin(t = T) o 
? 


ы NES alis dass е Е. '(3.62) 
Jo | x ES a xo% i 


ame rbd x. 


sul la. impuls e 0) se determină cu ajutorul: transformatei ` 


atare- condiții se poate folosi. ca măsură a stabilităţii relative, rës- ` 


сө) = Mae оет), - R, e Re (3.58) 
| A 
TEL ES 
: P? ADR : e 
ji ©, Т 3.59). . 
г мат quee | Гез 
Ф T Te өе, Сз 7 84) 


$ s а А А 2 A 
i А р Е : 


. Rapiditatea răspunsului filtrului ideal кеев se poate. aprecia 
prin pane maximă a lui А), adică pen EE 


max ht). = max а к= — 1м, o. (0.69) 


_ Se trage un cá ráspunsul indicial al бшш ideal trece-jos 
este cu atit 'mai rapid cu cit pulsatia sa de tăiere este mai mare si cu 
cit factorul de amplificare este mai mare. Această relație între rapidi 
tatea răspunsului pe-de o parte şi pulsatia de tăiere şi factorul de ampli- 
ficare pe de altă parte rámine valabilă, calitativ, şi pentru filtrele QU ; 
- trece-jos. р S 
De regulá pulsatia de táiere cy a sistemului deschis poate: fi, A cutá : 
prin cresterea factorului său de amplificare $. Acest lucru ;sé"explicá 
prin aceea că o creştere a lui $ determină întotdeauna o og a carac- 
teristicii atenuare- frecvenţă a sistemului deschis în ra i 
“de 0 dB. | М | 
. Este evident acum cá condițiile 3° si 4° sint intr: G ашна másur& A 
contradictorii. S-a vázut cá о, poate fi crescut pri creşterea factorului 
de amplificare al sistemului deschis. Acesta însățătrage 'după sine redu- 
cerea: marginii de fază, respectiv reducerea) Yamortizării răspunsului 
indicial al sistemului automat.. си 
v 


| \ ny 
E 3, 2. "Corectia î în n domeniul frecvelljelor S 
e P { a Жыз 
Р În conformitate си cele ағ е pină aici realizarea corecfiei - siste- 
melor automate constă in parcurgerea urmátorilor pasi. 
1? Determinarea sche? bloc structurale си ion parametrii părții : 
fixate, с o ues 
2? Determi пареа, ваше! Воде а părţii fixate. 
„32 Deter regulatorului. adecvat: care augurs satisfacerea 
кү 45 de la 3.3.1.. 
M) (analogică sau numerică) a sistăzăului automat in 
scopt ării și îmbunătățirii soluției adoptate. Acest pas est 
neces x: eosebi atunci cind sistemului automat. i se impun condit 
 cantitative privitoare la supraceglare, QE de ráspuns sau precisas 
in.regim staționar. - | 
Ne vom referi în continuare la pasul 3 în care are loc propriu-zis 
'corecţia sistemului automat. 
Р Utilizarea diagramei Bode in scopul, corectiei unui sister automat 
constá in з aplicarea următoarelor procedee $5 " 


4 Mass pu 
E 201916 izola 


- Fig. П. 34. a — Corecţia. prin coborirea кши ap рр) 
> b – Corectia : prin - ridicarea caracteristici 


| | SS 
1°. Coborirea cane еы ае ) — fig. II. 34,a СИ 

Prin, aceasta pulsatia. de tăiere se “deplasează 'stinga, ceea ce 

ice Ја. cresterea marginii де fază.: Este роз цук totodatá sistemul 
omat să devină prea lent. де 

2° Ridicárea caracteristicii. plo) - = - fig, 1134, b. 

Prin aceasta este posibilă ‘creșterea marbinii de fază : cu menţinerea 

proximativ constantă â P de M - 


`3°-СошЫпагеа procedeelor 1*-ș "^ c ко 
Vom arăta in continuare cá. E És ` e Pc 
— un regulator PI cu ftc aote e transfer | | 


A © быб): eR. b 0 so 0, iso 4 64) 
De un regulator pn Sar cu funcția M transfer 3 NI Е | 
| л, ~ ПЕЧ e M UEM 
Eo NV E PV 2 зх 2 ($65) | 
«S. los | „ m 


| ai. Fal PID real, cu funcția de transfer 


Vah- AI m > 0, > > Ta > то. > б, (+ 66). ` 
; 0 ^ . И ; 


` 


TONS UR gh О dE TEN Е. 
“Diagrama Bode а regülatorului PI HO E role dintai în fig. II. 35,a. > 
mod obişnuit т, se ia.egal cu cea mai mare constantă de timip T, a 

pi fixate. Se: elimina, „astfel prin ышна factorul Tis T L de 


x & E Ж d " ES 5 


: "Fie. Il.35.a — Diagrama {Воде а ‘regulatorului PI; 
V : b - = Corecția cu regulătorul PI. 


la: numitorul 1ш Gy(s). Acest lucru este avantajos: d 
'Tıs.+ 1 produce. o "scădere a fazei cu pină la 90%. - inarea lui esti 

echivalentă cu о ridicare a caracteristicii  fază-fre cvenfá. Ea este ici 
atit mai eficientă cu cît T, este mai mare si аг Silent favorabilă i 
zonă: pulsatiei de tăiere. În cazul in care С„( ode mai multe constante: 
de timp mari, de valori d se adoptă uoc Tu. Astfel scădere 
rapidă a fazei datorită factorilor ( pă -F 1)... de la numitoru 
lui. G,(s) este mai bine compensstà | pi {# ас ctorul ^is + L de la numără 
torul lui G,(s).. 


După ce s-a A тү Se, "tráscazá Eu: РЕР арена caracteristic 
Агв(о); pentru &&, = 1, si caracteristica p(w), fig. 11.35, b. Se traseaz 
o orizontalá la valoarea Y— ARO” , uhde y este marginea de fază impusă 
şi se determină pulsatia de''tăiere w, la':care. s-a produs intersecti 
dintre. respectivă orizon E caracteristica Фф(о). e, este pulsatia de. 
tăiere a sistemului déselis, iar pentru determinaréa lui. k, nu rămîn 


decit sí se к оар ia de 0dB astfel îricit aceasta să intersecteze 
. caracteristik gets la pulsatia de tăiere о, ~ fig. 11.35, b 
Caracterist Ale) are o porțiune, la frecvențe joase, cu pant 

—20. D od de factorul k&,k//s din funcția de transfer: 
a. SaN iN m Pentru o — 1 sé determină Kap pe caracteristic: 

лаб) GE 35, b, Şi apoi se calculează - 


qu lg k, = 1 ка = ig ka o ` 
. Diagrama Bode a regulatorului PID ideal (то = 0) este reprezentată. 
în fig. 11.36, a- (trasată cu linie subțire). Acest tip de regulator se deo 


PN № 


{AiB s —— PiDidediZ,s0] 1 fe. 
m PiDreal (%o>0)-: |. 
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Fig. 11.36. Diagrama Bode а regulatoarelor РІ” (а) si PD (8). qe 

beste de regulatorul PI prin prezența a încă unui factor чав) 
“funcţia sa de transfer. Prin acesta: este posibilă o ridicare"suplimen- n 
ră à caracteristicii e(w). Aceasta înseamnă cá pentru agééasi margine z 
le fază, respectiv aceeași amortizare, este posibilă o „plasare mult là 
dreapta a pulsaţiei de tăiere, comparativ cu ceea cé ste posibil cu un 
gulator PI. De asemenea este posibil ca la o menţinere neschimbată 
ulsatiei de tăiere să se crească marginea: de, fâză, ceea ce înseamnă | 
că: la o aceeași rapiditate: se poate obține о ад rtizare mai bună decit - 
cazul regulatorului PI. ' e PUE MEE 

; Diagrama Bode a regulatorului PID rel este reprezentată în aceeași 
56...36, a (cu linie groasă). În t ișnuit: se adoptă m = Т; .și 
Ta, unde Т; si Ta sint constant de timp cele mai mari ale pár- 
fixate. În continuare se procedează ca si în. cazul regulatorului PI, 
că se trasează caracteristicile 4aB(o) si e(e) ale sistemului deschis, 
ntru k,k, = 1. În funcție Wi 

ülsatia de tăiere o, și ap 


principiul de funcționare $i de tehnologia de 

rului) ' 8. : EA DNE WE 

a Bode a regulatorului PD: (real și ideal) este reprezentată - 

P3690: Se adoptă та = Tu, unde T, este cea mai mare, constantă, 
tip Părții fixate si А, se alege astfel incit să se realizeze margi- 

a е 24 impusă. .i Е ИГЫ. 

Exemplul 3.5. Se consideră sistemul. automàat- cu schema. bloc ' structurală din 

П.б, b, în care с. aw E PE "s ES 

C p(s) =. - 7 0 - . 
‚с Q3s + (65 + 1) (L2s + 1). 
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Fig. II. 37. kar cu regulatorul PI la gera 3.5. 


Se cere să se : determine parametri unui РУ РІ şi apoi ai unui fegülatoi 
PID astfel încît stabilitatea relativă să fie ү = i тав > 10 dB. 

Funcţia de transfer a regulatorului PI ar E (3.64). Se adoptă 1, = 25. 
acest fel толса de transfer a sistemului ka este | 


' Gi = нигде R= Oh 6 07 
as (6s A (1,25 + 1) | 


`+ 


Бен = 1 diagrama B к аге fel din fig. т. 37. Se observă că sistemu | 
automat este instabil. Așada ы pentru a realiza, stabilitatea IMEM va trebui să ridicăm:. 
linia de 0 dB. каша Y = rezultă ө; = 0, 12 rad/s; Noua linie.de 0' dB este mai sus 
cu 17 dB față D e. Conform relafiéi.(3.67) rezultă lg А, = 0,15, respecti 
В, == 1,4 şi тану : TEN E s А f 

“Funcţia ie т a regulatorului PID are expresia (3.66). Se adoptă T4 2 
și T, == 6. бере опа functia.de transfer a sistemului deschis este д 


qe. A : : X ` ` £ 
e pe "ONE RES, k = i ? 
Ad EM сё EET p a 


. : \ di. 
" Diagrama Bode, — K = ], este reprezentată în fig. п. 38. 
Pentru y = 40? rezultă x), = 1 rad/s. Noua linie de 0 dB este mai jos cu 3 dB. 
față de cea veche. Conform meae (3. 67) телш lg kr = N15, respectiv Rp = 14 şi 
тав = + c. à 
Este evident cá pentru o aceeași margine de fază regulatorul PID asigură o rapidi-- 
tate mai mare (== 1rad/s).a sistemului automat decit regulatorul PI (ws = 0,12 rad/s). 
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3. 3. 3. Reglarea în a cascadă, 
Introducerea unei reacții "negative p rM este unul din cele К 
puternice mijloace pentru 'realizarea, $tàbilizárii unui.sistem auto- ^ 4 
at, mai ales in cazul in care partea fisată a sistemului are:o funcţie. vgl 
fànsfer de ordin ridicat. А . : 
“Structura de bază a iu as de sistemi. е reprezentată in. 
g. 11.39. Corectia sistemului se:réalizeazá în felul următor. Regulatorul 
pils) se àlege astfel: încit, er 1 închis interior să poată fi aproximat 
intr-o funcție de transferi “ordinul 1. În general acest lucru este. 
bil utilizînd un: veia -PID. În aceste condiții pentru. circuitul 
his principal alegerea gulatorului Gg;(s) se face între tipurile P 5ай. 
I de datori d regulatorul circuitului principal este mai putin 
lui cá o-àtare, componentă face sistemul sensibil 
mai ue oare.' Pentru ambele regulatoare alegerea parame- 
Ог se ргіп procedeele de corectie in domeniul frecventelor. 
с em At metodet locului rădăcinilor. Prin faptul că partea fixatá 


а. „fost împărțită în două si^cá. folosind două regulatoare: 
& 


Fig. II.39., Schema bloc structurală a reglürii in. cascadă: 


i ғ A 
А 


4 


айша este posibilă compensarea a mai mult de două constante de 
timp din partea fixată, reglarea în cascadă. poâte asigura o stabilizare 
mult mai-buná i in ко cu: utilizarea, unei UB. reacţii inverse? 


T isteme ав discrete шшр DLP LAN 
. .Pentru a vedea în ce măsură iesus" la frecvenţă este utilizabil 
pentru studiul stabilității sistemelor automate. discrete in timp, este 
necesară o adaptare corespunzătoare a кошш de evaluare a Jariatiei | 
totale а. рави a 3 A HET 90 
: а 2 UU ur К + ` d Я A 
E 
Ux " I. "Criteriul Nyquist: pentru sisteme discrete Qe ' 


Se: consideră sistemul automat cu hee - blo б осёагаја ‹ din 
` fig. 11.19, b; descris de ecuațiile (1. 117)— (1.120) S 1.123). 
‚ Fie. funcţia: de transfer a sistemului ко ad forma My 7 qe 


E EMIL ; v | 
„1. , 99-18, s. өө 
X Эш. 8. , 
in care: e Pi). şi Q(z) sint douá кан prime intre ele cu grad E 
Q-— m < giad P= n. \ 
Se ştie că stabilitatea IMEM a si епшш automat, discret în timp . 
depinde de distribuția in raport. ES cercul de razá unitate a polilor lui 
m ix Go, (2), respectiv a zeron lor RR 


c- 1 GG) LN (5 © 


ш ше F( =) B A zı zerouri pe. cereal de razá unitate si 
Za zerouri in iia eh i cerc. Polii.lui F(z) coincid cu polii lui G(z); 


nı dintre ас Par а pe cercul de rază unitate si » în afara реа 
| s cerc: ste circumstanțe, folosind principiul. argumentului 
v..3.l. 2 Poi cînd conturul ү este cercul de rază unitate (sensul 
„de pa a negativ pentru ca. domeniul. |: > 1 să constituie 
RENE nturului) se poate scrie . uS | 


„are Е(@},е+ = = 2n(z yes - na) + т(ї = Nue (3.70) . 
E cercul Y este descris de ecuația ur | | 


РСТу ОУУ 


: 223 


СОЕ m) — nis =m): (92) 


Schimbarea de semn din (3.72) se “explică prin aceea că s-a shit 
ensul.de parcurgere а cercului y (in (3.70) cercul era parcurs de la т 
—n, adică în sens negativ, în timp ce în G. 72) el este parcurs de la 
la п, respectiv in sens pozitiv). 

Conform teoremei 16 de la 1.6, sistemul automat cu structura din 
1.19, b. este stabil ІМЕМ dacă și numai dacă! toti polii lui Go(z) 
-Gou(2), respectiv toate zerourile lui F(z) sînt situate în interiorul cer- 
lui |: | < 1. Са şi în cazul sistemelor automate: contiriue inotimp 
PON епипја. urmátoarele rezultate. | | COAN 

J 


Teorema 10. Sistemul «шаша cu structura din бе 119, 5 este 
abil IMEM -dacă și numai dacă Fe), definit ип $ 20) si (3.69), 
sface conditia 3L îi dei 

z Bp E 1 

arg F(e^) g u 20d NS у. E ‚ (5.73) 


0——m. 


"E 


: D. Suficienfa. Dacá (3, 73) este adevăr atunci din. (3. 72) rezultá 

= 0 Si za —.0, ceea ce este suficient pentru stabilitatea IMEM. 
DE rcu Dacă sistemul automaféste stabil IMEM atunci za = 0 
gi == 0. În aceste. condiţii din ) rezultă (3.73). ^ . в 
Relaţia dintre F(z) si G(2) duce în mod natural la mmm 
nunt echivalent al teoremei AY Е x eos d 


abil. IMEM dacă și nu dacă hodograful G(e/9) al sistemului deschis- 
nconjoará punctul [e j0) in sens „pozitiv de un număr r de( Ha + 1 m) 


ři atunci gm Kiraz de- la —n la m. 


În г SA e preferă o altă . formă а teoremei 17 care se ү | 
» "s ea variabilei frecventiale в prin 0 = То, unde A este, _ 
dé eșantionare, 51 pe definirea, funcției S a 


Teorema 11. Sistem gis cu structura din fig. II. 19; b este 


6*6) = С) ете, | e «ox TU d P а i 


Teorema 12. Sistemul. оа cù structura din fig. II. 19, b este 
bil IMEM dacă și пашат dacă. шсш G*(je) al sistemului deschis 


ED. 
ч, 


_%псоп}оата` punctul (—1, jo) i in е. pozitiv de- 


„un număr de (®- 2+ - п)» atunci cind « © va- 

i riază de la ат ја IT... | 
Comparind téoremele 6 şi. 12 se observă că 

ele sînt în esență asemănătoare. . Singura deo- 

sebire se referă la intervalul de variație al pul- . 
., Safiei e. În cazul de față intervalul de valori- 
"ale lùi о este, finit deoarece G*(je) este: o: 
functie periodică de perioadă 2x/T, fapt -uşor 
de verificat cu ajutorul definiției (3.74). ` 


Se trage 'concluzia că aplicarea criteriului 
Nyquist, atit: sub forma locului de transfer cit 
și sub.aceea a diagramei Bode, rámine princi- · REN 
pial aceeaşi ca si la sistemele automate. con- aa Hodograful ` 
tinue. Mai "mult, noțiunea де stábilitate Gota exemplul 3.6. ` 
relativă se defineşte in acelaşi fel si procede- 

„ele de corecție cu ajutorul - diagramei Bode бе" principiat .ne- 
„ schimbate. dut dg Pus QU e | кз 


: Exempla 3.6.. Se е consideri sistemul automat ak în timp c cu - 
А - | 
JU : ` Gy d J 2. 


Ѕе сете să se analizeze dacă sistemi utomat este stabil: IMEM. 
`“ Pentru pe eiTe. cos To + jsin, RO rezultă 


os To — 0,8 + jsin To) | 


е ш) = жин SNNT 
) cos, 3To — 1,6 cos aTe ‚б cos To+j {sin ЗТо — 1,6 sin ALA RUA ain To) ii 
din. care se obțin а dg a n" as 
| en 2 2 | | 
Arta H : (s (cos To.-- 0,8 To. 0,8) 4 sin? To | = 
— 1,6cos2 trio 6 cosTu)+ зан 1 „6sin2 Too, Gaia Ta) 
e "a А | 464 — 16 cos To 
N «У 15—60) — 
. д 3,92—5,12 соз То + 12 cos 2To ` 
EN sin To ' ` sin ЗТо — 1,6 sin 2To + 0,6 sin To 
? i= arc tg —————————— — arctg ——— —————. 
cos То — 0,8 Im cos3Ta — 1,6 cos 2Т® + 06 cos To. 


Hodograful G*(ju) are forma din fig. II.40. Se-ştie că С (2) are un pol pe cercul-de rază 
unitate. Așadar nj = i si n, = 0. Conform relației. (3.73) variaţia totală a argumentului 
9*(o) faţă de punctul (-1 j0) “trebuie să fie n. Conform fig. 11.40 această vàáriatie 

i tate — Зл, ceea ce înseamnă că sistemul automat corisiderat este: instabil IMEM. 
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“Tehnici de analiză 
a stabilității 

| | sistemelor automate 
^... | neliniare. 


B 


NES 

E NS 
Majoritatea je anilor ‘din domeniul sistemelor: P ate au „са 
de'studiu sistemele automate liniare. Acest fapt af (putea sugera "E 
deca falsă că sistemele. automate neliniare constitu i cazuri speciale, КЫ 

i de la cazul general liniar. Realitatea fizicoctehnică contrazice 
oric o astfel de. prezumție. Sistemele automaté'reale sint de regulă 
eliniare, variante in timp si, in multe cazuri, se parametrii distribuiți -, 
“Spaţiu. i 
Sistemele automate liniare ` reprezin AC Nadar cazul particular la 
se ajunge prin idealizári, simplifi ȘI aproximatii ale fenome- 
rreale. Este posibil ca rezultatele, їе se obțin în astfel de condiţii 
fie satisfăcătoare, în -sensul PC bune Е intre teorie si 
eriment. 
„Există însă numeroase - “si nai in. care бышара unui model mate- 
itic. liniar presupune а Е inacceptabile, atit principial . cit 
a urmare a unor neconcp onte flagrante intre teorie $i experiment. 
ntru astfel de sistem Y fost necesará elaborarea unor metode noi, 
care s-a tinut dde primul rind de caracterul neliniar a] modelelor 
itematice. e о asemenea factură» s-au formulat si dezvoltat 
iv i în diverse domenii ale ştiinţei, pornindu-se de la 
inci te. Din acest motiv teoria sistemelor. automate neli- 
m З ca un conglomerat de metode. mai mult sau mai puţin 
No re ele, fiecare avind o anumită sferă: de aplicabilitate. 
r element unificator este acela cá toate, intr-un fel sau altul, 


pue sau pies peiora 
— neesenjiale sau accidentale. . 


` Е! 


26 


i 3 ` Fig. II.1. Neliniaritáfi: & 
a —releu; b— saturație; c — zonă de insensibilitate; d — жын scatá; e — joc fn 
~ s angrenaje; f — histerezis. 


, ' xv 

o 
. O neliniaritate Sentia este un element ilăispensabil pentru' reali 
zarea unei anümite relatii intrare- -jesire. ex аро de neliniarităţ 
N esentiale se.pot cita elementele de tip. eleu, fig. IIL.1, a, frecvent utili 
~ 7 zate ca regulatoare în cadrul sistemelor automate. - | 
" Neliniaritátile neesentiale nu, sin аео introduse, au un 

caracter natural Și in general sint” nedorite. Într-o-primă aproximáti 
liniarizarea lor nu trebuie să conducă la neconcordante prea: mari intr 
teorie și experiment. Ca « ple de neliniaritáti, neesenfiale sé pot 
aminti: saturatià, zona déánsensibilitate; jocul in angrenaje, frecarea 
uscată si histerezisul nic, termic sau magnetic — fig. II.1, 5— f. 
În mod obișnuit, se "admite cá sistemele neliniare satisfac ipoteza 
de ure castă ipoteză se referă la faptul că respectivul sistem 
poate fi di iz i nt într-un subsistem liniar și un subsistem 
: neliniar į memorie (univalent — fig. . 11.1, 2—4). 


Analiza .s T for e automate neliniare se realizeazá pri 

nunta d (procedee particulare, care in parte se sprijină pe ipoteza 
Es litate si care pot fi grupate in următoarele metode:' v 

oda liniarizárii | А бо 


— metoda functiei de descriere 

. . — metoda planului stărilor - 
— metoda’ liniarizárii pe porțiuni 
— metoda directă Liapunov 


metode! analițice з erei, VEI et fi ei 
metode numerice.. pt У 


dei si concepte din teoria sistemelor automate liniare. De exemplu 
inetoda liniarizárii, aplicată deja la I1.1.1.9, permite utilizarea tehni- 
lor de-analizá a “stabilității” specifice sistemelor. automate liniare. 
Evident, rezultatele obtinute.sint»valabile numài pentru o vecinătate 
punctului de funcționare pentru care s-a făcut liniarizarea. : 


ода - planului stărilor.-și în тоа deosebit metoda directă Lia nov. 


letă și asupra . «elo lalte metode recomandám T xS rárilor 


1. ‚ Tehnici leue be  funefia « de disserit К. 


Metoda funcției de "descriere «йе în fond Vimetodă de liniarizare, 


lei clase largi de neliniaritáti, даг se că in special în cazul .neli- 
Лага {Шог descrise de funcţii disco ihe, pentru” c care liniarizarea 
zată pe formula lui Kids este enn 


1.1. Metoda : celor două jiu | RONDE Sio 


AL Definiţia funcţiei e de descriere 5 i ШИЕ 


deus V fanctie continuă și monotonă pe porțiuni, univalentá sau 
jar avind. се] ш discontinuități de д speţă (condiţiile 
11 let); —— 


Sanand (131) este. simetrică faţă de criginea planului u, yi 
> dacă и este periodică în -timp atunci y este de asemenea perio- 
icá, de aceeași perioadă cu w; E E 
4° în structura sistemului automat . neliniar monovariabil elemen- 
ul neliniar precede un subsistem linjar eu; ©. caracteristică. 'atenuare- 


Trebuie remarcat faptul. cá А “metodelor se- _sprijină pe 


Pentru analiza stabilității: sistemelor automate neliniare monova- 
bile, semnificative s-au dovedit metoda funcţiei de; descriere, me- 


ioate tréi fac obiectul prezentului capitol. . Pentru o. wem som- . 


“anume în ' domeniul frecvențelor. Aceastà' metodă. este aplicabilă - 


Ipotezele în care yom defini: funcția de descriere а unui element 

leliniar cu o si are și o ieșire sint. următoarele: -: . . 
1° тыр e-ieșire este descrisă de A uu Wes | 
e si (ы) 


Ea 


“frecvenţă. de tipul, filtru trece-jos, cu o pantă mai mare sau а egală. cü 
40 dB/decadă in zona pulsatiei de tăiere. 

Aceste ipoteze sint satisfăcute în majoritatea cazurilor care inter: 
vin în aplicații. Dacă se renunţă la ipotezele 2° si 3° atunci se iau în 
considerare și neliniarități nesimetrice, [F3], si neliniaritáti care produc 
subarmonici [G3]. În principiu. partea liniară poate fi atit continuă, : 
cit şi discretă: în timp. În al doilea caz métoda funcției de descriere. 
devine relativ laborioasă $i din acest motiv este mai puțin utilizată 
în aplicaţii. În cele ce urmează ne vom refefi numai la cazul sistemelor 


LES 


cu parte liniará continuă în timp, ed SENS Й 
Pie, | | | 


Aud E A dicar гей; 430, 20. 


“în. ipotezele. pus (t) -poate fi exprimat prin următogbta Serie 
TII E. ИТИИ ade n _ 


2 n=l E Ж $ 
în care ` "LP E б | PX 
7 K 4 sin in ef) sin su? di (ы я == 1, 2,...,. (1.4). 
i D vo | | Ө M LO 2) 
7 oa ur В Sus DECR NND ien 
= zd PA sin at) cos Аң d(a?), n= 1,2,..‚. (L5): 
T Jo t AT А 


sint Е Fourier. ai igi э. y(t) 

În ipoteza 4? si pentru ituat in zona pulsatiei de-táiere a părții. 
liniare, armonicile superiggte din (1.3) au un efect neglijabil: în cadrul” 
sistemului automat, Înyaceste condiții (1.3) poate fi aproximată prin. 


ГО РСА =A simot + Bi соба, | deR n af 


"unde у. te, айаш lui ` y(t). 

Pen Nodi irea unui formalism asemănător. cu cal utilizat la me-. 
“toda aH ейн ( (v. H. 2 vom ОЕ relațiile (1. 2)si (1. 6) in complex 
, Putei | ; | f 


= In U(4,jo) = - Im Дей," ев, ИС (1.7) 
| Dou BD astu 


E eh £ n = m jarctg ID мы jov. e 
yi(t) = Im YA, jo) = Im VANA) T Bi(A) e су LEM, PE R. | 


| finiția 1. Se сү "тава де descriere a a elementului neliniar ; 
sub ipotezele 1°— 4°, raportul Pouto ў 


І К ҮА, jo) je) 


m U(A, је)’. BM os A 


inind seama de ал). si (1:8) functia de descriere are a 
; i * А BEEN И? " Bt | : А 
A) = 21404 y+ JBA E m Ha je" 44^. A eR, 


n aplicații se utilizează şi pupa de descriere ne ent = 


ME 5, “ое, 
мое m | cd ` (111) 


"Hodograful NA), AcR, se numeste dog de descriere ` invers 
egativ al elementului neliniar (1.1). S 
{ o 


Notind cu E E Ў 


i 


| „Na(4) = == - Re NU N 49 = Im N(A), _ 0 (112). 
п (1.6), tinind seama de ff (1.2) gi 10), „rezultă | | | 
E dv ; ` : 
»() = Na(À)u istum, (AY tat + ама ME 
M .0 j 


Prezenţa integralei po intrare-ieșire Ді. 13) pune in evidență ' 
арш cá elementul nel iniar are 0 „memorie“, simbolizată de partea 
aginară №, Aa ncţiei de descriere. Acest fenomen apare numai 
"cazul n ior рика Spa cum se va vedea din rezul- 


ul оногу | | | 
; q Fie o  neliniaritate bivaléntà definită prin (fie. IL, 4). - 
a fiu) = Eu pentru й —0, T "M 

i falu) pentru ü <0 ` Do. aa 
astfel încît | 


лш) x favo) pentru [| "PN P — (i15) 
fiu) = filu), pentru || > Mo. os (1.16) 


1 : Ы 


Atunci 

с. 
| mA? 
unde S este aria cuprinsi: între: graficele НИЧ fiu) şi falu). 


D. În conformitate cu relațiile ü 1.15), (1.10) i ( 1. i se: -poate calcula 
Ny(A). după cum urmeazá 


мА) = E CE (1.17) 


| | [ы тая з „е, 
e №4) = Au УА sin of) costul d (af) = 
(4 | i) 


NH az 2M f(A sin ot) A cos оѓ 1 d(ot) + ©. 
| К | 


WT (Л sin o4 cas айаш + i " f(A sin at) У ot аы] - 
n2 А z 3rj2 . б 
аңа a SS | 
e zs, LA (4) —. лш) "ue A m 
Exemplul 1.1. Graficul neliniarității de tip sees Care s-au SR unele notații 
care permit și studiul unor cazuri ‘particulare, K prezentat, în fig. III. 1, a. Cazurile 
particulare posibile sînt următoarele: — \ 
a) releu bipozitional pentru 9 = 1$ї d 
b) releu bipozitional cu histerezis ug-—-—1sia0; 
^ с) releu tripozițional pentru 4 = =, D$ a > 0; 
| d) releu tripozitional cu. рй pentru B «1 şi а> 0. 
З Se сеге să se determine f de descriere și locul de: descriere invers negativ: al 
acestei rieliniarități. 
În conformitate cu T 10), (1. 12) putem scrie 


Na(4) лнн sinot d (cot) = i „sina da = — > (eos a — созш): 


T. 


Cu, n Кы i 
S EV a 2 
К, sina, = —3 соза = || 4 — 2_ 
“зый a Nu 
QU nous er A 
ur эш Ns : cos аз h = PT 


4 


rezultă că partea reală a funcției de descriere are forma 


мца = aaa): 4 


\ 


231 


1 de RmNIAT | 


maus аш» > Ес BN 


gi IIL2.. Locul de descriere i invers négativ al neliniarităţii de tip- aa bound 11): 


eu bipozifional; b- releu ыроо cu histerezis; е — releu — releu ‚ tripozitional 


ей histerezis,. 


i 


Pentru partea imaginară a funcţiei de descriere, cnim relatiei (1. 17), rezultă 
f Li А $ © ` 
Р N CR 1580, = m E 
Р УТ * artt т o 


Pentru pasticiularizările | considerate! mai С А) Ps următoarele expresii: 


и 


N(A i N, Lou fs A0; . 7 ox». * 
S 35 d p Ll am 


Lo n Med pu 
ub [& d. оми) = i A Ta a E ^H AV 
NS d Bt cue FAN { 


ане 3-9), е) p* | 


P ` Era 4 х ` 


AUS [35 ape | 
$ ac c2 -84iü-4 


"eee 70 


: «zile Am As MA 


тета. 1); din (1.10) si (1. 19) rezultă - 


NL 


Dacă ncliniaritatea (1. 1) este. dissent йл, sa ipoteza 2 
ea este о funcție impară. Ca; atare coeficientul A, din (1.10) se poat 
calcula. si cu formula 00: E 

AMET M | d 
А, Дача йш шый. ^. —. (3 
Bb. T d. А , t МС. 


Баспа substitutille: x = Sin at şi e g(x) = зда х), din ds 18). 'se 
obţine, [Т1],. : Р ар 


aci ee proe en 
ceea PE кы” ~ de d E " К P 
| | noo | Fr | (119) 


Întrucît în cazul neliniaritátilor univalente N, (4) - == 0 (у. te i 


"E E А й NA =N. БЫУ! Ше J | i | [t 


| Expresia (1.20), pe lîngă simplita ns posibilitatea determinár 
unei neliniaritáti /(и) atunci cînd se eunoaște funcția de descriere: N(A).. 
Într-adevăr, ti cá A tudinex intrării и іа succesiv valo 


Ў ; 
egalități +, д * TL 2x 
"egi dai Ki NA) inl ү n 


йу --Д-Д@ 
к 


esas з о э өө. ө э э з = э э э еэ ө э за э э nooo 


» «о» ө э ав э жя 209 ө е ө е ее * э э эе ө * * өс а ө ®`э та э ө ө э э э э т э ө еэ э 


Surhind relațiile de. mái sus membru cu membra | se obține 
A Mam 
ES “ări y- E a(g) e ia 


A : 
deoarece, pe lise о o serie de тше de termeni, are loc şi t | —0 


pentru я —> +o ( f este funcție impari) 


n aplicatii sint suficienți primii citiva termeni pentru à determina 
o heliniaritate f pe băza cunoașterii funcției sale de pado (după 
cum se va arăta la exemplul 1.3). | 

Procedeul de calcul aproximativ al funcţiei, -de decer оь 


+ 


mai sus a fost extins și pentru neliniarități pnltyaledte (uzual t к) | 


SU 


. Si asimetrice, [C3]. 


. 1.1.3. Structura unui sistem automat neliniar S 


Analgiile dintre nbţiunile de răspuns laxfrecventá si de funcţie 
de. descriere! permit tratarea sistemelor vide mto neliniare monova- 
riabile in manieră cunoscută de la Sit automate liniare. Ca si 
acolo, sistemele automate neliniare MSS i descompuse structural in 
" subsisteme. Unele sint liniare, iar le sint neliniare. Їп situaţii în 

. care subsistemele neliniare pot fi. ism 1а o singură neliniaritate, schema 
— structurală tipică a unui s automat neliniar are forma din 
ig. IIL.3, а. 

-Pentru cele ce ue presupune. că partea liniară, pe lingă 

ipoteza 4° de. la 1.1.1, ma satisface următoarele ipoteze: _ 


1? are cel mult un s pe axa imaginará si anume s = 0, лаг restul 


"polilor sint toti în s mors Re s «0; 
F v? 12 părțile de stare ndcontrolabili 
у. și/sau neobservabilă sînt asimptotic 
stabile ; 
3° conţine. eventual și un | 8le- 
AW x а ment cu timp mort. 
N SM LO 201057 Расай, == const, atunci evolu- 
- ; tia sistemului, conform fig. III.3, й; 
are loc în jurul unui punct de func- 


D m dues s ЖЫ = G(5) ve 
Fig. III.3. Schema bloc structurală, tipi- i ho fh 
că (a) si standard (b) a unui sistem âuto- . v = Ў (40) . (1.22) 
mat cu o singurá neliniaritate. . k CA Uo = Wo — Yos К 


2344 ^. EE J 


- Honare caracterizat prin ecuaţiile . . 


este operatorul de derivare introdus formal prin inlocuirea variabilei 
în G(s). Pentru micile abateri Ди, Av și Ay ale mărimilor w,v si. 
în jurul valorilor Uo, W şi yo putem scrie ecuaţiile 


ж + Ay = G(5) (+ Ао) . 
; dE (dno + Au = Do — y — Ay. 


Tinind seama de (1.22), ecuaţiile (1.23) devin . | ә 

CS D l [BGA o 

до = AFA) E 

| aa Am 
, unde s-a notat * "E s ux 

id m v. 

Мда) = flio + Au) — rod 
Pe Бага ecuaţiilor (1. 24) schema bl ih fig. їп. 3, а poate fi adusă; 


la forma reprezentată in fig. TII.3, b, mită e Standard asociatá 
punctului de. и (Èo, ме, von 30- 


9? 
ү 1.4.  Oscilafii întreținut ARS 
NN 


Se remarcá imediat Fo automat din fig. III.3, b, descris dé 
ecuațiile (1.24), se car Serizcazà prin starea de echilibru Ay == 0 (r 
pectiv Ay = 0 AR al, olutia ecuaţiilor (1.24)). d . l 

Vonr cá pentru punctul de funcționare (Bo, мо, vo, yo). 
aceasta Et ra stare de echilibru posibilă. . 

ina aa acte soluții este posibil ca . ecuatiile (1.24) sá admit А 
к ф?'і0йісе, respectiv oscilații întreținute în jurul punctului 


ma Шо, Ho, Vo, Уо), Б cum se va vedea din rezultatul următor 


„şi în ipotezele 1°—4° de la 1.1.1 si 19—3° de la. 1.1.3, este sediul u ши 
oscilații intretinute dacă: și numai dacă 


pert MA) Clio) ti=0, 40 e»0. 


г Раса Sistemul. Automat, respectiv. ecuațiile 

olutie periodică, . atunci, datorită efectului de fil га. trece-jos ` 
tii liniare, la intrarea elementului neliniar preponderentă: este ` 
‹ amentala.. | E : ge 


În aceste. condiţii, trecînd la mărimi complexe, din ecuaţiile (1,24) 


% 


Ау, je) = Go) АР (А, duy А 


АРА, ја) = N(A) AU, јә) 0 ae 
AU,(A, ре AY (Aia). 22 
Eliminind ph je) si AY;(A, je). între ecuaţiile а. sus se 
tine S . 
INA) Gija) + 1] шул, у) 0.67. (в 


truet. АША, je) a 0, „din (1.28) rezultă (2. Я EET 
Suficienja. Dacá are loc (1 26) atunci E cel: puţin o | pereche 
> 0, e > 0 care definește fundament à" (1.27) a mărimii Ам, ceea 
înseamnă. că sistemul automat: nelíóiar este sediul unor oscilații 
ntretinute. o MN | | 
Ecuația (1.26), care, prin analogie. cu cazul fins, este. — carac- 
stică а sistemului - automat п iniar, se. numeşte ecuația balanței 
?WoMice. Această ecuaţie; I eneral complexă, este: Сая cu 


{те Re Gita) ea ^a» 
| у ў мА) = — Im С ја). JA О 
là M ET univalente funcția de descriere este reală, 
stfel КОЙ e (1 2) au forma particulară PM | 
an m L Re бра) uou 20 00 (a) 
| bu Im G- (jo) =0 . : (sau. Im Gia) = 0), E EN. 


tuatie in care din a doua ecuaţie ` se calculează isa tie; oscilaţiilor" 
tretinute- (așadar determinate numai. de partea liniară а. sistemului 
omat), iar din prima ecuație se calculează amplitudinile corespun- 
zătoare ale fundamentalelor: : | wu o oue os 


Asi) = 4 sin ш, det TUE (127) T 


“nivelul fundamentalelor, каш - TA Си 


uafile reale | QW о | : E 


QM 


ч * 


Dacá N(A) si Gi): au expresii com- | 
plicate este dificil de. gásit pe cale anali- 
tică soluţiile ecuaţiilor (1.29). În astfel de 
cazuri se utilizează procedee grafice. ' 

+ Pentru rezolvarea pe cale grafică a 
ecuației (1. 26) aceasta se scrie sub forma . МПА) 


| G(ja) —N(A) > (1.31) 
unde” N,(4) este funcția de descriere in- 
“Vers negativă a neliniaritátii Af(Au). Se | G 
E. in acelaşi plan: hodografele ' e 

G(je); e > O.si N,(4), A 2-0;'punctele рів. 111.4. Metoda, di “asi 
lor de ТА corespund oscilatiilor | кш, (^ " 
intretinute ale sistemului automat : neli- к 
шаг — fig. II.4: Aceastá metodá, foarté util: qum CE une 
imagini globale asupra existenţei soluțiilor periodi. este , cunoscu 
sub numele de -metoda celor două locuri. ; 


Exemplul. 1.2. Se consideră sistemul automat | cu stru a din fig. 111.3, b, in.car 
Af(Au) = b sgn Aw: „(releu bipozițional) si С (s) = (5 as? + 45 + a), cu a > 
a, > 0 și а; > 0. : 

Se cere sá se studieze existența soluţiilor peri și în caz afirmativ să "se determi 
pulsapile si amplitudinile fundamentalelor: 

` Funcţia, de descriere а neliniaritátii de ti Yeu bipozitional a fost determinată 1 

exemplul 11. (а) ,şi locul de descriere inve (negativ a fost reprezentat în fig.. 111.2,.a 
. Aplicînd metoda celor două locuri — fig\JII.5, rezultă că există o singură oscilati 
întreținută, oricare ar fi parametrii releulüi si oricare ar fi parametrii părții liniare 
În. virtutea „ecuaţiilor б 30) d и ] ' ЕТО 


Е (— ja? = — ш + jao + ws 


"s са 


45 - 
E din | care rez aa și А, тл Ж . 
i A 5 25 - (ауаз 28 аз) 

Din Wien i9 rezultá/a,as — p > 0; aceasta 
ша data аз > 0 atunci partea liniară tre-. 
rs cm IMEM (conform teoremei 5 de la 

IL 1/1. Б: undamentala oscilafiei întreținute. este 

0: UMEN ла ast, teR. 


"m (ааз — а). 


Exemplul 1.3.. Se consideră sistemul automat . : , NS. 
` neliniar-cu structura din fig. IIL3,bincareG(s) = Fig. 111.5. Aplicarea metodei celo 
‚‚ = 044 gom 


Ие două locuri la exemplul 1.2. 
: s v 


p T EE " 


ГЕЛ б 
Fig. ПІ.6., Aplicarea metodei celor două јан (а a) si келеш 9? 
neliniaritaji (b) la exemplul 1.3 3. 
à | I» d 

“бе cere să se determine neliniaritatea univalentă АА) yastfel gina automat 
dmitá trei oscilaţii întreținute. 
„Întrucît neliniaritatea este univalentă, locul de dini invi any se va situa 

iaxa reală negativă a planului celor două locuri, În. acel йал, locul de transfer 
= 0,4 (— je? — @ + joy fig. IIL6, a, intersectează gémiaxa reală negativă 
punctul (—0,4, j 0) corespunzător pulsafiei фу = 1. În agéste condiții forma posibilă 
locului de descriere invers negativ este cea trasatá cu li întreruptă în fig. In. 6, a, 


'orespunzător tabelului | $ ` 
0 40,51. Cd 4: ДЕ © 10° o 
0, Ac 1-0 А 0, 


—o —0,66.—0,33 —0,4 4 —025 -02.—01 0. 
15, > 3 zs „дф 3:5 4. 75 ^ M го 
CAR | | 


y 


Se asigură astfel tid soliti peri dice; toate de „aceeași pulsatie өү == 1, dar de 
plitudini (pe fundamentalá) NEN 83, Ap = 15 si 44, = 2,5. X^ 
"Utilizind formula (1.21) c ai primii patru termeni se obţine pentru saaa 
téa căutată următorul tooo | ; j 


П 
` 


A qs DES 3^ sAS€ 3 4^ 3 10.. оо 
Af(A) _3,6 3,3 234 558. `98 214.316 117 ^ co 


uia îi c аб табеш din fig. III. 6, b (trasat cu tinie continuă). Pentri realizarea. 

d up" se s recurge là aproximarea ргіпіг-о. linie poligon- lă (trasată cu linie 
Peru N 
K 


` 


АЎ Stabilitatea oscilatiilor întreținute 


Caracterizarea oscilaţiilor întreținute din punctul lde vedere al 
tabilitátii lor necesită un studiu mai aprofundat in sensul nuantárilor 


sibile, torespungatoaie са prin саге se poste caracteriza. un punct 
hilibru. NT Е 


(12. 'Oscilati limită 


Vom presupune că în sistenaul automat neliniar .cu structura din 
fig.. ПІ.3, b s-a instalat un regim de oscilaţii întreținute si cá, într-un 
mod oarecare, este posibilă perturbarea de scurtă durată a amplitudini: 
lor, în sensul creșterii sau în sensul scăderii. În funcție de evoluția: 
în timp a шо, ulterioară perturbării, se СОВ vimatosrele tréi- 
cazuri. 


Definitia | 2. Oscilatia limită se „numește limită stabilă dacă după: 
perturbarea de scurtă/ durată, atit in sensul creșterii, cit si al scăderii 
amplitudinii ei, cu i timpului solutia revine la forma ресе ш f 
perturbárii. Y "s 


9? 
Definitia 3. Oscilatia întreţinută se numește imită шаш ыў дас 
dupá perturbarea de scurtá durată, atit în sensul creșterii, ті $1 al scá- 
derii amplitudinii ei, cu cresterea RA solutia nu dai revine la 
forma' precedentă perturbării. ГЕ 


Definiţia 4.'Oscilația întreținută se numește limbă: Semistabilă, sau 
concret stabilă (instabilă )- la stînga $i respectiv: Ep (stabilă ) A 
dreapta, : :dacă după perturbarea de scurtă durâtă, în sensul scáder 
și respectiv al creșterii amplitudinii ei, cu terea timpului, soluţia. 
revine (nu revine) si respectiv nu revine (re ine) la forma precedentă ` 

Qo. ; 


perturbării. N 
v. : 
. a 
1.2.2. Regula lui Loeb : dv 
f DE i SS ; 
O oscilație întreținută, , ire ar fi natura ei, se caracterizează 
prin, existenta unei perechi Же > 0, «o > 0, solutie a ecuàtiei balantei 


armonice (1.26). O ode a ei la t = 0 are ca efect variaţia ampli- 
tudinii de Ja A, 1а A SP AA si a pulsatiei de la ao la оо + Ае. Арате 
astfel o nouă Pose: i tare nu mai este riguros periodică, deoarece este 
afectată i mórtizare č. pozitivă sau. negativă... „Expresia acestei . 
oscilaţii, . Asie eg fundamentàlei, este. -` 


* 


2 КС "mud i) — Im (4o + AA) e-t ei (os + Aa, teR. (1. 32) 
. d definiţiilor 2 şi 3 şi! relaţiei a. 32), oscilatia întreţinută 
este limi f 


tă. stabilă dacă 
| : A ТААС 2-0 


si este limită instabilă dacă 


tra a converti condițiile (1.3 si (1.34) in niște condiţii ati 


ă ecuaţia (1.26), adică 


N(A) Gja +10, (0.35) 
á- “după. perturbare, рени | AA |; | åo | şi. jt [ suficient, de mici, 


N(4o + A4) Gin + Ao + HO EITe d à 


X 


я + AA, wt А + jo + irae ка Aa, m а. +. eR -— 


fis sé d de faptul cá ecuaţiei (1. e cu покаје q. 38)— 
re pade ecuația. - . 


m 


ex Te CAE (fe id + Yo cio) = = 0. 


Efectuind aldae in: a. 41). anulind părțile: reală și imaginară și 
pô eliminînd До între aceste. ecuaţii se DN EE 


е practic pornim de la faptul că înainte de perturbare era sátis- | 


m sn: 
К 
Е x(a, a) = "m Na) + TE (о) ni . зву 
YA, 9) = NA 648) Ja и 
хы) = Read), А) = ціў, (Aj, oo M 39) 
Сабо) = Веја), E туй” Go). - * (1.40) 
fa ipoteza cá funcţiile xa, » si X aa, ©) sint derivabile într-o 
écih&tate a punctului (Ao, eo) se p aplica în (b 2 formula creş- 
- ilor finite, ceea ce conduce 1а ` a o4 
aX 
—— АА MA AA 
[A | + [2 AN M CE s 
OBÜL)em-e с вау 
M c uat 


4 


OU-A 

* Кад Ја aJa N 8o JaN 3A Ja 
` Conform condițiilor (1.33), (1.34) și relaţiei (1.42) oscilatia intreti 
“mută este limită stabilă dacă S; > 0 si limită instabilă dacă S, < 


Această afirmație rámine valabilă si pentru AA — 0, Ao — 0, Mer 0 
`9 respectiv S,— So, unde, си notaţiile (1.38)— (1440). . 


ECT TN 
do dA do dA ae 
ceea ce ne permite sí formulám următorul enunț. ' А | 


^ ` Regula 1 (Loeb). Oscilatia întreținută caracterizată xin p percchea . 
` (Ao оо), soluție a'ecuatiei (1.26), este: i 
— limită stabilă dacă So >0; . ra 


— limită instabilă dacă 5 < 0; . s) E E 
. — limită semistabilă dacă So = 0. 
Aplicarea acestei reguli presupune desigur FM expresiei (1. 44). 
O posibilitate de evitare a calculului celor y 
se bazează pe observatia că produsul ve 


FAI 


u derivate din, (1.44) 
1 Ve tarilor © 


"ры 


UN = 
. tinind seama de (1.44); S 
є д $t 


— I йо, în) E= (С (32), | 
SA lo. (enam. 


a = 
unde i, j, k sint versorii spațiului éuclidian tridimensional, 

Avind î în vedere că Jg şi у sint vectorii tangenti la: Ћодовтаѓш С(јо) 
| $i respeciv la hodograful N,(A) în punctul lor de intersecţie, carac- 
terizat de perechea (Ао, оо), $i că sensul pozitiv al vectorului produs * 


vectorial se obține atunci cînd unghiul dintre v, si în este i cuprins între O... 


ES 


E i 


Ao, uo 


T ; С 
"Fig. 1.7. Natura, oscilaţiilor întreținute: . ` | 
а— limită stabilă; b — limită instabilă; c — limită semistabilă, G 
à \ e у 


(măsurat in sens pozitiv), regula 7 poate fi reformulată dap) cum ` 


: Regula 2 (Loeb). Oscilatia intretinutá caracterizată qe 28 
б; €), soluție a ecuației (1. 26), .este: 
limitá stabilà, dacá pornind din punctul de nme al celor 
două -locuri pe hodograful С(јо) pentru « crescător;Yhodograful ү 
entru A crescător rámine la stinga — fig. III. Xu 
— limită instabilă, dacă pornind din puncti de intersecţie al «dor 
două locuri ре hodograful С(је) pentru ө crescător, аи МА) 
bentru 4 crescátor rámine la dreapta — fig. ПІ, 


Ь; 


“— limită semistabilá, dacă in Ps de intersectie al celor douá 


uri hodografele G(jo):si N,(A) sint'tangente — fig. IIL.7, c. 
Evident, regula 2 poate fi folosità fárá nici un fel de calcule, cu con- 


tia ca sá se fi trasat hodografele) (јо) şi МА) şi constă numai în eva- . 
area poziţiei relative a a dOuă locuri în zonele punctelor lor de inter- 
QN 


Exemplul 1.4. Se consi a sistemul automat de la exemplul 1. 3. 

Se cere să se determi Шоо. celor trei oscilații întreținute. 

Conform fig. [11.6 căi regulii 2 numai oscilatia caracterizată prin о; = 1. şi 4, 

5 este imi Nabi ) n timp ce celelalte două sînt limită instabile. Aceste constatări 
permit și o quem re mai detaliată a proprietăților sistemului. “De exemplu dacă 
TOPE gg Y ui are loc la оѕсПафа, limitá stabilá, orice perturbare а acesteia, cu 
83 < S e urmată de revenirea la oscilația limită stabilă. Dacă A « 0, 83 
EX M оо,.4 — 0. Dacă 4 » 2,5 atunci pe tru 2 — oo, 4 — 00. 


im 6 e puse in evidentá la exemplul 14 se trage concluzia cá dacá 
cele douá locuri au mai multe puncte de intersectie, nici unul dintre ele 
nefiind de tangenţă, atunci, în mod logic, natura oscilaţiilor întreținute, 

exemplu, în ordinea crescátoáre a amplitudinilor, este cea redată in 
fig.. 111.8, a, b. Dacă există si puncte de tangenţă ale celor două locuri 
atünci oscilațiile semistabile sint stabile. la dreapta; dacă se situează 


60900 
[IPIE 


„A А2 Аз AG 


B) © @- (c 
RO ORRON] 


Fig. III. 8. Süccesiunea oscilatiilor lim itá: 


P 


s — stabile; i — instabile; si — stabilela stînga si in- | ., ; Loeb. К 
stabilela dreaptă; is — instabile la stînga si stabile - J 

E | la dreapta; PE — ponetul de echilibru. ` А. E ` > 

D f ` 


4 "a 
la stinga unei oscilații instábile, fig. III. 8, с şi insta ii Ku dacă. 
se situează la stînga unei oscilaţii stabile, fig. III. . 


Oscilatiile limitá stabile, numite Şi autooscilațiă sint fenomene neli 
niare tipice. Ele nu au corespondent în cazul sisterelor automate liniare: 
și nu pot fi, principial, produse dene: cu н sistemelor automate: 
neliniare. : 


Aplicarea regulilor, 1 şi 2 pentrü 
trebuie sá se facá cu circumspectie, de 
în cazul punctelor de intersecție ale.c&lór două locuri situate în interiorul 
spiralei locului de transfer С(јо ;,Uh exemplu concludent in acest sens 
este acela pentru care neliniaritátea este un releu: bipozițioaal și parte 


liniară, stabilă IMEM, е Уе forma 


erminarea naturii oscilatiilo E 
ece ele pot da rezultate eronate 


RO 
= + as? + а “Б. p LN 1, 


Folosind apio Ww douá озн. avind in vedere și fig. III.2,-2, 

'se obține ра inba - din fig. IIL.9. Asadar sint posibile” două oscilaţii 
întreținută şi/ conform reguli 2, ambele sint oscilaţii limită stabile,. 
ceea ueste plauzibil. În realitate, așa cum arată rezultatele obti 
nute^pri ulare, oscilatia corespunzátoare punctului P din fig. III, 9 
"este ow semistabilá (stabilá la stinga si instabilá la dreapta). 
Cu acest prilej mai facem observaţia că dacă ipoteza 4? de la 1.1.1. 
„nu este satisfăcută sau in sistem apar oscilații întreţinute de pulsatii. 
mult mai mici ca pulsatia de tăiere a părţii liniare atunci rezultatele car 
se obțin cu ajutorul ecuaţiei balanței armonice (1.26) sint afectate de 
erori “importante. ; ; | 9A 


243. 


H 


Rue și pentru cazul sistemelor automate neliniare, 


de timp, mărginită în en 


H 


E 3. Stabilitatea asimptotică a. sistemelor automate 
nelipiare, : 


1.3.1. Criteriul Kochenburger " 


* Desigur cá existenţa 1 unor PT întreţinute intr- -un Eit automat 
neliniar denotă faptul. că “respectivul sistem. nu-este global asimptotic 


stabil în punctul .de funcţionare. considerat. Metoda. celor două locuri, 
"prin analogie cu cazul liniar, permite :p extensie naturală а, criteriului - 
So, 
Lois 3. (Kochènburger). Sistemul aütomat neliniar cu Structura à 
din fig. III. 3, d şi in ipotezele. 1*—4* de 1а. 1.1.1 gi 1°—3® dela 4.1.3 - 
, are solutia A y — 0, corespunzátoare punctului de funcțiogâre (Bo, Uo; Vo, Vo), 
global asimptotic stabilă dacă si numai dacă la urgerea locului 
de transfer С(јо), în sensul crescător al lui о, n de descriere i invers ! 
negativ N,(4) rămine la stinga -și complet în afara sa. 

“Rolul punctului critic (— 1; j0) este jucat aici de locul de descriere: 


invers negativ N,(A): Din.acest motiv N, (ў ѕе mai numește și locul | 
„critic al sistemului automat . neliniar. MS 


Spre desoebire de criteriul Nyquist, in cazul de faţă nu se poate afirma 
nimic despre stabilitatea IMEM a imi automat: deoarece dp = 

= constant si sistemul se: află intrió stare de echilibru. Reamintim că 
stabilitatea ІМЕМ presupune, căvnărimea de intrare este orice funcție ; 


Evident, în legătură cu jilitatea asimptotică a sistemului automat 
neliniar se poate = ae rezultat. | X 

Teoremi 4. Siste ad autómat. neliniar cu. Атои Фа fig. III.3, b 
„Şi în pee 4S de la 1.17 $i 1— 3? de la 1.1.3 este asimptotic stabil 
dacá si ү pentrü orice punct de functionare (Bo, Uor vo, Уо) 
к ST 0 este к а stabilă, | | 
QN р 


DET 


"S 
К Aplicaţie: ‘stabilitatea asimptotică « a unui sistem . antomat 
de urmărire Rs. 
i 

Pentru sistemul automăt deu urmárire de Ја, І. 1 .4.7 s-a ER la Ш. 2027 
un regulator, in ipoteza cá toate elementele ` sistemului. automat sînt 
шас, astfel incit.acesta.sá fie: stabil ІМЕМ cu o anumită stabilitate 
relativă. Ne “propunem să- verificăm dacă- neliniaritatea de tip joc іп. 
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aügrénaje = - fig: ш. 1, 2, care caracterizează reductorul Rm, influe 
feazá stabilitatea asimptotică a sistemului automat. de urmárire.. 

Functia de. descriere a neliniaritátii de tip joc in angrenaje, cü nota 
{Ше din us HL, е, are р, [B 6], - 


"mantia ea ЕЯ 


vom 2 . TE ' i 
„= X guai LORI oum ^ : 1.45 
5 К: (2 a c MD | в : 


Hüdografele N (A), А> 0, si G(jo), ® @ (реп ара 0, 
celor douá locuri) au formiele din fig. ИТ. 0 Întrucit raportul de mele 
misie 4; al reductorului Rm a fost inclus iri functia de transf "n siste-. 

mului deschis G(s) se consideră k = 1, ceea ce e es uatiei in 
care locul critic N,(4) trece prin punctul (—1, 10). Їп ас az, conform: 
teoremelor 3 si 4 sistemul automat de urmărire este gimptoti stabil. 
oy: raportul de transmisie creşte si anume de Ё ori. Bond locul critic 

N,(A).se deplasează omotetic spre dreapta, ajungiridu-se pentru А = 2,. 
la un punct de tangenţă între locul critic N,( trasat cu linie punct 
în fig. III.10) şi locul de.transfer G(je). De ai ise trage concluzia că sis: ` 

` temul automat -de urmărire este asimpt tic. stabil pentru 0 < & «2. 
Pentru Ё > 2, in sistem apar oscilații întreţinute de pulsafii și ampli- : 


А , Loa. 


` Fig. п. 10. Cele două Jocuri t in cazul: unui sistem automat 
де urmărire cu ncliniaritate de tip joc. 


4 


(pe undamentală) bine defin i p 
ае întreţinute 1,3e sin 12751 4c sin 19t. Prima este limit inaia 
Ша, in" пшр сеа doua este limită stabilă. 


3.3. Criteriul Bilharz F 5 | E NEN BN ` 


< Ecuația balanfei armonice. (1 26): mai “poate 4i utilizată pentru stu- . 
iul | зш adc ре baza „localizării шы еї-їп planul 


„ Tinind seama. cá Е EE 


unde P(s) si Q(s) sint Чон poliboame relativ prime si. кочай (1. 26), 
în care s-a inlocuit = = 5, ате aceleasi rádácini Ss. polinomul 


(s. РР Ре) + NA ge (0 (40 


"Teorema 5. Sistemul automat vinim ads structura din fig. III. 3, b 
în ipotezele 1°—4° de la 1.1.1 și 1°, 23 de la. 1.1.3 are soluția Ay = 0, 
corespunzătoare punctului ‘de function (20, мо, vo, yo), global asimptotic 
tabilă dacă si numai dacă polingiiul (1. "ur este hurwitzian pentru 
orice А > п ho a» | 


Teorema 6. ын au toat дейаз с cu structura din.fig. ПІ.3, b 
iin ipotezele 1°— 4° de м: 1.1 si 1°, 2° de la 1.1.3 este asimptotic stabil 
acă şi numai dacă Tu. orice punct de funcționare (Ho, мо, Vo, yo) 
polinomul (1.47) esté hurwitzian pentru orice А >0. - 

În caz melifiarităților multivalente N(A) este o funcție complexă 
eea ce їка ё cá polinomul (1. 47) are in general coeficienţi. complecși. 
езгу aplicarea tehnicilor polinomiale clasice (criteriile ' Hurwitz, 
Коре Я au fost necesare extinderi adecvate. Vom -enunfa in conti- 
n ră a da o demonstraţie,.o generalizare a criteriului Hurwitz б 
(у. fc ii 11.1.2), [B 
Fie ` 


A (s) = sr (am d jen) 8t А e ыя H jan) gua +. ED + (Ann + jan). 
| | (1.48) 


E 


Bi care ар, 4н, i= r D. ves, sint numere reale, şi matricea : Ва! 
„de: ordinul 2n. asociată polinomului A(s), EE 


1 E —4n; —üAp : йд 85 —@йьщ ал. © 


0 vm Ga. — ns | —аң E * E КУЕ авз .. et 
о M МАСА, 7 >ar | ара. E UE 
Ba= 0 0. Мад | apă duo ан pa e 
0 0 1 “ех 
` Jo- o о. 23 


în care gi аң = 0. pentru, i ^s 


Teorema 7 (Bilharz). Polinomut (i 19 este erei dacă ium 


dacă 
det Ba > 0, ge ast n. 


О extindere asemănătoare s-a dat g i Shetodei locului rădăcinil 
(v. IT: 1.1.7). Utilizarea ei, ca si a celorl сша polinomiale, este totus 
limitată datorită complicatiilor de сае pe care Ie introduce dependenți 
^ rădăcinilor ecuaţiei (1.2) de. amplițăitiinea A. 


Exemplul 1.5. Se consideră, siste T ceia de urmărire cu structura din fig. III. 3 Ё 
in care neliniaritatea este uii гей eu "caracteristica din fig. IIL 1, a şi partea liniară 


(ariplificatorul şi arvonnan S destrisă, de funcția de trasisfer С) = EE 
s(s+ i 

“Se сеге să se determine sione releului pentru care sistemul automat de urină iré 

este asimptotic .stabil. 

Funcția de qe fost determinat la exemplul 1. 1 ().. În | conformitate cu we 47 


| КУК: С Аба) kac 
unde Mos 
brc qucd. etit 
MEET = Det ver 
Matric Bilhatz, corespunzătoare polinomului A (s, 4) аге forma 
Ea x E т 10 —a 0 | К 
£o Дыш 
p= [0 1:8 9 
д [01 0 | 


E 


m Ы" f $i conform condiției (1.50) rezultă ` 


PE R^ | В„=1>0 ж В, =a = > 0. 
i t; Cu notaţiile utilizate, ultima ine- 
i Stabilitate 2 
6 asimptotică 


^ , galitate este echivalentă cu 


care trebuie. să . fie satisfăcută, 
` pentru 'orice A > a. 


„ Intrucit expresia Că 


E (705. | .0 , ^ 08. "10 q. 
Fig. TII. 11.. Domeniul FEN д stabilitate ` А EE r A 2 1 a _ e) 
мана la exemplul. 1.5,: ; і 


` 


este monoton crescătoare. pentru A ta, rezultă: că ultima in dise are loc pentru 
orice A > a dacă și numai „dacă ga are loc кз A z a. а ista conduce la rezul- 
А tatul . ; К i 


. 2b: rer 
Е aud Е — 9 1. 
| а> —- | тє a 
Domeniul corespunzător de stabilitate „адың, este reprezeritat în a figa AI. 11. 


Є ^ Р e 


1. 3.4. Stabilitatea n 9 з 


H 


Й 


Conform ecuaţiilor (1: (1.24), rg lem automat: а си structura TE 
din fig. III.3, Б se caracteri: ă prin starea de echilbru Ay = 0, cores- 


punzátoare punctului de funcționare, (Zo, 4o, vo, уо). S-a văzutla 1.3.1 


" şi la 1.3.3 în ce pur ie stare Че чар este. global asim- 
ptotic stabilá. 

În m M sistem abi oscilații limiti, in funcţie de natura 
celei mai. d de starea de echilibru Ay = 0, respectiv a. celei de 
amplitt (dt > 0) cea mai mică, „soluţia a == 0 роа{е fi cáracte- 
rizată um d urmează: 7 ' 

l Solutià Ay = 0 este instabilá dacă și numai dacă oscilatia de ampli- | 
` tu еа este stabilá.sau stabilă Ја stinga (semistabilă), fig. 111.8, 5, с.; 
b Soluţia - "Ay = 0 este asimptotic stabilă în mic si: anume peniru 
<А <А 1 dacá si numai dacă soluţia de de А; este instabilá 

ue sau instabilá la stinga (seimistabilă), fig. III. 8, а, d. 
În ambele cazuri amplitudinea А, se poate: determina prin: metoda 
-celor două locuri, iar natura oscilatiei întreţinute se poate determina 
„cu regula lui Loeb. În cazul ‚Ъ):асе$ї lucru este echivalent cu determinarea 


мв 0. 7005! 


^ 


domeniului jAy] - < 4 pentru care оа Ay = =0 éste. asimptotic. st 
bilă. Astfel, pentru sistemul de la exemplul 7.2 soluția Ay = 0 este insta“ 
'Bilă deoarece singura oscilație întreținută este limită stabilă, fig. IIL5.- 
În schimb sistemul de la: exemplul 1.3 are soluția Ay = 0 asimptotic 
stabilă în mic $i anume pentru. |Ay| < 0,83, deoarece oscilatia de ampli-: 
tudinea cea mai mică A, = 0,83 este limită instabilă, fig. IIL.6, a. Şi 
în cazul sistemului de urmărire de la 1:3.2, pentru k = 3 soluția Ay = 0° 
este asimptotic stabilá re Ду « 1 Ae, deoarece oscilatia întreținută, : 
de amplitudine A = — 1,3e este limită instabilă, fig. nr 10. 


4 ai : ` | be 


A 


14. Problema занын о ug 
| E " - Q^ 
1.4.1. Posibilităţi de. stabilizare NU 


'În cazul sistemelor: automate neliniare monovariabile există; prin- 
cipial, ‘două cái pentru reálizarea stabilizării: 

a) introducerea în mod deliberat a unei neli irități ; 

b) introducerea unor elemente de, corectie C liniare. 

-Ambele posibilitàti sint ilustrate prin se Na. bloc structurală din 
fig. III.12, in care N,(A) este funcţiă de diere a elementului corector 
neliniar și Galja), G.(je) sint Tăspunșu e la frecvență ale elementelor 
de corecție liniare. Contor, ке кше ecuația balanței armonice » 
are forma ^. No PA i 


Galja) са) (je) sns je) G(je) N(A) + 1-0. тт 
Dacă se adoptă S | е EET 


i 


(1.52) 


4 


Elemente corectoare P ES X Ux 


Fig. III. 12. Posibilităţi de realizare а stabilizării unui sistem au- 
tomat neliniar, bs : 


1 
PEN 


atunci dir 51), rezultă : Neun ES Ue à : ning 
бабе) (Сабо) + Gia)! N и) +1= s^ od is 33) 


apad se adoptă | 


_ ; Galie) = Go). —— (0.54) 
atunci din ч. 51) se obţine * toU x 
H Ga(je) Ga(jo) (№44) + м(4) 3 + 1= ‚0, o (1.55) 
ceea ce permite alegerea unei. neliniaritàti adera: pentru realizarea 
“performanțelor impuse; КУ 
“În sfirsit, dacă se adoptă Su E | 
| МА) = 1 — N(A); .. Ga ба). = ci” (1.56) > 


din (1. 51) rezultă | 
V ‚ бао) бабо) + 1 — 0, ond 220 (157) 


ceea ce este echivalent cu o compensare a nelin laritátii N (4) si nu 
formarea sistemului intr-un- sistem autora liniar. 


i "S х x 
v 
1.4.2. Utilizarea diagramei Бош 


Avind in vedere aspectul кеда al metodei functiei de descriere, 
“orientarea spre utilizarea . diagramei Bode.atit pentru analiza: stabili- 
-tății cit si pentru тегоба problemei stabilizării a fost pe deplin 
“naturală. 
^. „Pentru mai ший ш in: manipularea, DEIN Bode 
| funcţia de  descrierese pune sub forma - i | 
| 5? ` A | - 
чу 4) = Һе), «o EL 1.58 
"d K N(A) = Ь,7,(8) А (1.58) 


unde ч un coeficient de normare, @ este un parametru al. neliniari- 


V "y à e amplitudinea norrnatá şi N,(«) este н de descriere 

E “una ( (1.58) in (1.26) se obtine s d IG | 

" №4) 6 aljo) + 1 -0 | 050v (0.99) 

|" unde I E ET c) 
Цц “ Galja) Š k Gt) i s (160) 


este răspunsul la frecvență normat al i părții liniare a sistemului automat. ` 


În mod evident ecuația (1.59) este echivalentă cu -= 


^204g|G,e)| = — 20 giN(4) p ^ —— (061). 
arg G,(jo) = (2k + 1) т — arg М(4), keZ., | (1.62) 


. Dacă neliniaritatea este uriivalentă atunci àrg Ns (4) = 0 si ecuaţia. 
M ш deyine | e 


" arg Ga(jo) = ов + un kez. | (1.63) 

Determinarea oscilaţiilor . intretinute cansa În următoarele «bi in: 
diagrama Bode a pártii liniare se obțin pulsatiile о, pentru сате arg. 
G,(jo) ia valorile —m, —3m,.., $ apoi se măsoară atenuárile cores- . 
punzătoare 20 lg | G,(jey) |. În continuare urmează să se wetifice dacă 
există valori o; pentru care are loc (1.61), unde « о = оу. Behtru | aceasta 


se reprezintă grafic funcția | | У | 
"E: Да) = — 20 le IN) av | (L64) 
și se determină valorile cy penti care . "d Ж i * nt | 
: Кек) = 20 lg | G4 jo ' m (1.65) 


| Pentru realizarea corectiei. in domgriul frecvenţelor se procedează : 
ca si in cazul sistemelor automate lidiare (v. paragraful următor). 
| În cazul neliniaritátilor polivalente (uzual bivalente) utilizarea. 
diagramei Bode nu facilitează 4 Nic + un fel rezolvarea sistemului de: 

ecuații (1.61), (1.62). O alt ots ivă este aceea care constă in trasarea... 
în același sistem de axe recțătigulare a graficelor ж 20 18|С.(јо) |. 
funcție de arg С„(}®) si lg N,(A) funcţie de arg |N,(4)| (diagrama : 
Nichols) si determinare oscilaţiilor întreținute гре baza ' punctelor de: 
intersecție ale plor deus grafice. Р | | 


SS K ub | TREE. 
Q ; ` î 
m" po stabilizarea. unui sistem automat . i, 
(de reglare a temperaturii bos 
xd 


` бе consideră sisterhul automat de: reglare a temperaturii cu schema: 
bloc structurală din fig. 11.12, în саге -. | ' 


Јове 
s(10 $ -- 1) (5 s + 1) S n 


сё) = 


о-ы 1 3) “Aa -— (1.66) 


Introducind a == a Я се de normare ka = k= = 2,5, con- 
“a 


^ H 


form Da (1. 64) avem PE | | eh 
e ЛӘ) = -—20 „2 (бв Ъ — © quet — n 21, ig б. 67) 
` ГА : К cn t 
cărei grafic este: ем în fig. П.13,а. . Ў 
Răspunsul la frecvență normat are expresia б 


0,32 ata PT E 
je «10]a (је) 


ji diagrama Bode corespunzătoare este re аба і in fig. III.13, b. 
„Ne propunem să analizăm жш $i dacă este ne- 
'esar să realizám o кое си eleme xt iar Ga (s) (N, (4) — 0 sau 


G(s} = 0 | | А 
a )- | | T : 


20180301. — „агол | 


BN TRU 
NL T 
Le 
= ТҮП 
| TINA [a 


EL Ape en Ad- -100° 
eren m SE e 

im -200° 

IN -зоо° 


N 22 3 4567 TN 
к +3,2 ` . =- 0,085 0/5. 
: a E x b-- 
Tig. III. 13. a — Funcţia, fie ), relatia (1. 6?) a neliniarității de:tip PAIRE (tig. ш. d. 
. pes : Diagrama Bode a părții liniare, relaţia (1. 68). 


D 


22 mE Fe . A t 


Glo) = 02 efe g | (1.68) 


D 


Din fig. ш. 13, b rezultă о =:0,085 şi 20 lg 1G, (jo) T == P Di 
fig. III.13, a, ‘pentru /(аџ) = 8, rezultă a, — 3,2, ceea ce inseanin 
А, = 3,2 а. Aşadar sistemul este sediul oscilației limită stabile 3,2 a x. 
х sin 0,085 t. Ca urmare starea de echilibru Ay = 0 este instabilă. 


Pentru stabilizarea sistemului există două posibilităţi. mus 


a) Coborirea caracteristicii 20 lg G,(je) sau echivalent. ridicarea: 


“liniei de 0. dB. De exemplu prin ridicarea noii linii de 0 dB deasupra: 


nivelului de 8 dB vom avea 20 lg | G,(je) | <0 si cum f(a) > 0, apa- 


ritia oscilaţiilor întreținute nu mai este posibilă ă, 

Ъ) Ridicarea caracteristicii arg G,(jo) іп domeniul! frecvenţelor 
medii (zona pulsaţiei de tăiere a părții liniare) astfel încit + a să se $ 
plaseze spre dreapta, într-un domeniu în /саге 20 lg Ga( (jo) < боа 
cazul de față acest lucru poate fi realizat cu ajutorul unui elem 
care la frecvențe medii realizează o ridicare a caracteristicii Kn G e) 
cu aproximativ 45? (v. fig. 11.36, 5). De exemplu pentru element 
-de corecţie-cu funcţia de transfer G,(s) = Ё „(7s + 1) se obie о; = 0,15 
(la intersectia cu orizontala de —225?, fig. 111.13, b) .căreia, pentru 


k, < 0,7 ii corespunde 20..lg | С.) | < 0. O .valoăre А, < 0,7 este: 
echivalentă. cu o ridicare à liniei de 0 dB. De epe pentra a carea, 


acesteia cu 10 dB trebuie să aibă loc "i , 
20 lg k J0 cj)? + 1 = 20 lg &, E — 10, | 
de unde rezultă hp = 0,224. E КС “= 1 
ms a i е 
ә NS | R 


j 


2. Metoda вашы stár S MEE 


Un: sistem dinamic T m autonom dacá el este. invariant in 


timp și liber. - 


În conformi M. notiunile introduse la I.3 si I. 4 un sistem dina- 


mic is M ә icd eseris de o ecuatie diferențială, de forma 


Au i = f(x), teR, ze... | (2.1) 


Ucu translatiile temporale. Dacá x(t) este o soluție a ecuaţiei 


sei i nui sistem dinarnic autonom au proprietatea de invariantá 
in EE 
(2:1) cu domeniul 7 = К si codomeniul X, = x(I) = R” atunci x(t + т), 


pentru orice * € R, este de asemenea solutie cu acelasi codomeniu даг , 
cu domeniul Н ЄК; t+ pede Aceasta afirmație esté adevărată in 


| virtutea pum că i i 


(+ т) = ауа теВ. 


y 


Dacă pentru fiecare punct din R x X, existá o soluţie unică, atunci 
toate soluțiile pe R х X, se obțin prin. translarea i in timp a uneia dintre 
respectivele soluții, În aceste condiții mulțimea R х R”. este divizată 
„în submulțimi și în fiecare submulțime toate soluţiile se obţin prin 
translarea în timp a unei soluţii din respectiva submulțime. Soluţiile 

. care aparţin unei submulțimi R x X, formează o familie саге are pro- 
prietatea cá este complet caracterizată de o. soluţie: oarecare care face 
. parte din ea. à 


Exemplul 2.1. Fie sistemul dinamic autonom 


` 
г 


^4 4 = — dios ЄЕК, x R. | i . 
2 32 ( : 1) є А Й "i 
Să se determine: submultimile R.x X; ale ааа şi сотров ЕЧ familiilor 
de soluţii în vecinătatea punctelor de echilibru. Separind, variabilele А» ап de mai 
'sus, după integrare, se obține E: 
CORRS —1 И 
= Се, == const, б^ 
Ă Gio k 


+ 


Din studiul semnului functiei din membrul stg теў că sistemul are trei sub- 


mülfimi de divizare Rx Xr, i = 1,2,3, cu wa = 1), Xr = (— 1,1) şi Xn =. 


= (1, + oo). 
Punctele de E adus ale sistemului sint.& = eu $i x = 1. Avind i in vedere graficul 


, funcției f(x) = 3 (22 — 1), respectiv, variaţie semnului e ei pentru xER, fig. III. 14, ' 


rezultă că familiile de soluții reprezentate fe dreapta de stare (sistèmul este de ordinul ` 


^ unu), au imaginea si sensurile de ето în timp conform fig.. III. 14, jos. 


i 


. Din exèmplul dé mai sus setrage concluzia - cá intre natura punctului 
de. echilibru si sensurile jgitectoriilor de stare in vecinătatea sa există. 


o: relaţie directă. S ` 
În cazul sistemului de la exemplul 2.7 
„punctul de echilibru x = — 7 este asimp- 


totic.stabil si, avind in vedere:cá traiec- 
toriile de stare (familiile de soluţii) con- 
verg către acest punct, se numește punct 
de. atracție sau atractor. Punctul de echi- 
libru x — 1 este instabil si, din motive 
evidente din fig. `ПІ.14, à, se numește 
punct de repulsie. 5ай repulsor. 
` Cele expuse pini aici, cu referire și la 
„sistemul de la exemplul 2; 7, pun în evi- 
| Боры deste . dentá ideile de bază ale metodei planului 
` Fig. III. 14. Traiectoriile destare . stărilor, care are calitatea cá poate aduce 


‚ la exemplul 2.1. informații preţioase privitoare la proprietă- 


(284 7 a ERR 


tile: interne ale sisternului si în spec privitoare la stabilitatea” punc 
telor de echilibru. Íntrucit aplicarea efectivă se bazează pe reprezentări 
grafice (са în; fig. 111.14, b) utilizarea metodei planului stărilor este: 
naturală și comodă în primul: rînd în cazul sistemelor dinamice auto- ` 
nome de ordinul unu $i doi. Ea se.poate aplica şi sistemelor de ordin 
"superior, dar de regula i in ошар cu alte metode, i | 


` 
~ 


* 
« 


2.1. Sisteme dinamice autonome de ordinul doi 


2.1.1. Portretul de stare à E "EE | ed 
i sod * N ` | t М, 
Fie sistemul dinamic autonom de ordinul doi E" NA 
B (к, x), te R; P" КМ E 
з = fală, ха), (Xis %2) Є. У | 
Pentru Aon, хз) 7-0 din cele două ecuaţii ( (2. 2). КЕ? ‘obtine 
4% _ D 6 Кы ` | 
Xi, X: ‚ (2.3 
da. (х1, х), SP . (2.3) 


in care f(xi, xs) = Ј(х1, X2)/ fios. ха), d este echivalent cu. elimi- 
narea timpului între ecuaţiile (2.2). 
În ipoteza că f(xi, хз) este continut Și прилив: (v. I. 2. 2), ecua- 
`. ţia (2. 3) admite o soluție-unică : QM | 
Xa = Хәр 4 qu. Xg)dx, (%10, X20) € Hh = (2.4) E 
' care satisface condiţiile inițiale Xi(fo) = хо, Xalto) = Хо, o € К. 
= Din punctul. de vedere al analizei. stabilității sistemului (2.2), care 
în cazul de at n azeazá pe reprezentarea grafică a. soluției (2. 4) 
pentru dive ipi initiale (хур, X20), este. necesar .să se parue 
NES 
ШЗ punctele de echilibru (a, 42) € R? Д soluţii ale sis- 
pana Mee Й С о 


` 


o pea n | | "T ; 
falan аз) = 0. — _` Br " 


2? Se бази in planul (xv. хә). trăiectoriile de stare (2.4) cores- 
punzátoare celor mai reprezentative puncte (x10 X20) (in, raport cu punc- 
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entru A crescător. E $5. a A 


39 Se stabilește natura fiecărui punct de echilibru i în шй де 
ensurile de parcurgere a traiectoriilor din vecinătatea. sa. 


- Definiția 1. Imaginea grafică obținută conform punctelor 1° și 25. 
umeste portretul de stare al sistemului (2.2). . а 
^; “Realizarea pasului. 2°, care de regulă este mai dificilă, este posibilă 
rmind trei căi principale. 

a). Integrarea ecuațiilor (2.2) sau a ecuației (2. 3), finalizate cu. Sbţi- 
erea unéi soluţii explicitate analitic. | 

b) Integrarea Soia pula (2. 2) sau а ecuaţiei (2.3) prin Nan gra- 
-analitice. 
с) Integrarea ecuaţiilor (2. 2) : sau a ecuaţiei, (2.3) "an Vinetode nu- 


› 
i 


‘Exemplul 72.2. Fie sistemul dinamic autonom 


T РЯ = 2, -а ` xv 
4. y 
( х2 = — 22 + 5 


Să se determine portretul dé stare al sistegülui. 
Din sistemul de ecuații algebrice ` ' D 


x: l е “Sf 2 xi = 0 : 
i| А | у И EE o` 5 
: NC 
rezultă că sistemul are două s к echilibru si anume. (0,0).si (2, 0). 
Făcînd raportül celor d ecuaţii diferențiale, . aşa cum s-a procedat la 2 3), se 


obține E wo AUR a А г. 
үе ma m. Da em, ї#0; aa , Я 
Ü У Nude Xi 2x, d х ` 


сате е Side diferențială cu variabile separabile. 
miha e © 


ule elementare se obţine ecuația EA СМ КЫТ сек, 
e 2 0с сал it jl ЖЕ | 
оар 


‚Жа 2 2—5 OQ 


D, = ОНЕ ес НЕ. х #0, x, 2, А = const. 
[2102 — x)l: i t. wo 


Ín plus, „pentru жү= = 0° şi: n =2 
din саге сеа de а doua ecuație a siste- 
mului se obține. 


^ =:0 ә N зэүш2 с^ 
BEEN = ден . || = = Ce К 
А EJ C = const. 
7 к 
` Portretul de 'stare,. conform solu- LS 
{Шог determinate are imaginea din -, 
' fig.. 111.15. Sensurile de parcurgere a. 
il “rezultă din semnele fung- . 
țiilor (4, 72) si falti, х) Pentru (л, 
X3) e R?, respectiv din semnele derivatelor ` 
X4 şi 2 ,.`Ре această bază se pot stabili 
intervalele de monotonie ale variabilelor '. 
x(t) si (f). De exemplu pentru x, > 0, EI 
51 A«eR avem următoarea. situatie: : 


WEIL | (e 0). I | 0, и). "E 

"1 P lw 

Xr X2 а< , ža <0 а>0 ne R> o EE n) PES 
Pol E \ 

жылу о] ls dal: M Pd mit | co Al жї 


Я pu : 
Pentru х < 0: si 1 eR se "echi în mod corespunzător numai semnele lui ža: 


În cazul în care obține Y soluţiei analitice a ecuațiilor (2.2) sau а. 
- ecuaţiei (2.3) nu este .posibilă- зе folosesc metode grafo-analitice sau. 
metode ME ba mis exhăustivă asupra acestor metode.a fost . 
dată in [B6]. N Popri: in continuare ре scurt la una. dintre meto- 
dele. enio gpl iSi ue utilizată in. aplicati, . 


г $ EI 


PES 


2. 1. ala izoclinelor 


„în sitat cu e. 3) zaportül. m = ce pânta traiectoriei 
529 
de stare i in punctul: (žy; ag) є К°. Pentru! m : = = const. ecuaţia , implicită 


ci \ 


Джау mi 775, 


este ecuaţia “unei cirb numită, avind in vedere semnificația lui m, 
curbă szoclind. | : 


Pentra айейе Жай meR se reprezintá | în planul (x1, х5) o fa- 
ie de curbe izocline ale sistemului (2.2). Fiecare. curbă izocliná -se 
nge prin panta m a. traiectoriilor de stare care este aceeași, in punc- - 
e.care îi aparţin, pentru toate traiectoriile de stare care. o intersec- 
ează. Pentru a evidentia acest lucru și a-l folosi apoi pentru construcția 
rțretului de stare, pe fiecare curbă izoclină se trasează din loc in loc,- 
ici segmente orientate (corespunzător semnelor funcţiilor /(х1, %2) si 
X1,'%2)) de pantă m. Pentru 'orice punct inițial, diferit de punctele 
de echilibru, traiectoria corespunzătoare se trasează astfel ca in punc- 
ele ei de intersecție cu curbele izocline panta să coincidă, la fiecare 
ntersectie, cu panta segmentelor orientate ale respectivei curbe iz i es 


Exemplul 2.3. Se consideră, sistemul dinamic autonom + B 
"scs. ad dent m 
dx (24, = 5%). 


N 
sS 
е „сеге să, se construiască portretul de stare prin- metoda ap ES 
:Punctul de echilibru este (0,0). - "e 7 & F 
Ecuația familiei de curbe izocline este E^ 


Р i M^ 
Xa(2x, — x | > 
care rezultá E e x Р j 
` pM mxh | Ш 


райы m:0 ms1/2 ^ 


msi 


сүң m=-2, 
*m--3 


Fig. 11.16. Portretul de stare là exemplul | 2.3 “(metoda 
: izoclinelor).. : 


Dind valori lui m se obține următoarea familie de curbe.izocline: PU ар 


m=0 = 0. $i х = 221 


ота, xem a 
(жей o AC 


m= mut {3 


E | m= 3 ж = — ж şi eg == x 
care se reprezintá in planul (žita), fiecare distingîndu-se prin segmentele orientate 
pantă m. Orientarea se determină foarte simplu deoarece #1 = 32 > O pentru orice x, # 0f 
Portretul de. stare care se obţine este reprezentat în п fig. III. 16, CĂ к 


D е е 
2.1.3. Cazul. NE liniare E | о, ча e 

. Examinind portretele de stare din fig. 111.15 51 IL1668 trage conclu-: 

` zia cá punctele de echilibru ale respectivelor a sint nici atrac 

tori si nici repulsori. Pentru caracterizarea lor este esară o nuanţar 

topologică suplimentară. Уот facé acest lucru: ajutorul sistemelor 

liniare autonome. de ordinul doi, pentru care s С MM la I.5.2 o ana 

lizá detaliată a stabilităţii. 

Fie un sistem amig liniar autonom абава doi descris de ecu 

fia matriceală QV 
C 


ai ГеВ, (xu 7) ERÈ, 


Lă 


E = du | х1 
Үү, [45] аә a22] 1х | 
= + 79 У 
in care dj, ...., A22, numere 5 dint сыш а matricii A. 
S-a arătat la 1.5.2.1, cá «dàcá Y este matricea modală а matricii A 


atunci prin relația Tr AV ea este asemenea cu una din matricile. 
canonice. T S "uu 
S at | N un : Е pentru. h= = i = Yo; 
ABS [0 se] lot. P 


unde A, As sint valorile proprii ale matricii А. 
Definiţia 2. Sistemul (2.6) se. numește simplu : dacă, det A E o. Daci 
det. A = 0 atunci el se numește nesimplu. 


În cazul in care sistemul (2.6) este simplu el admite un singur. pun 
de echilibru: și anume: (0, 0). Se știe că natura acestui punct de echili: 


7 


Оу» se numesc axele proprii ale sistemului. De exemplu pentru 


Li 
"ecuaţiile axelor On, Ох» au "expresa 


+ 


bru depinde de оган in planul. complex a valorilor proprii. ^a şi 
М. Din acest punct de vedere se disting mai ши cazuri. | 


а) Sistem simplu, valori proprii ^ reale si. distincte: în acest caz sis- 
‚ temul (2.6) este аа. cu forma sa canonicá VM 


V Уз Tos IC ILE Y | 
. Variabilele:y;, ух se mai numesc. ЕРА o „Şi axele. Оул. si 


A . M E 
y= { ? ad ien 0, ОЗ (оло) 


Er "NE 
vu 


Я | КАД“ ex 

"a { аў + Вуз = 0 (Oxa) ы EE 
mE cod eat дуа 040) $S c E 

ceea ce ne permite. E lé figurăm, în sistemul ttangular de de axe e Oy» 

Oys. 

.. Fácind raportul celor două: eed dig. 2. 3) se Pp 


~ 


уы ' og i p n Е | | n 


E 


care prin integrare ne finire soluția. 


| сз у бы м, белеке m . 11) 


a, 1) Dacă ha M ЕВ oo avem E = 08 hys | 0. 


5 “Traiectoriile stare converg cátre punctul de echilibru (0,0), 


fig. IIT.17 a ind Bal este asimptotic stabil si se pane cá punctul de 
echilibr pete atractor (sau nod. stabil). . 

A sap ac Y Arg 0 ‘atunci pentru £— oo avem: іу 1= со si 

S ig. IIL.17, b. Sistemul este instabil si se spune cá punctul : 

e ҮТ: ц este nod repulsor (sau mod instabil). . . 


Dacă № > 0 si № « 0 atunci pentru f — со avem Гу | o: 


| $i r а | — 0. Ca si în cazurile a. 1) si a. 2) axele Оў, si Oy; sint si éle tra- 


lectori. Spre deosebire de cazurile precedente axele Oy, · ȘI: Qya sint ` 


“singurele traiectorii care trec prin punctul de echilibru. Datorită acestei 
situaţii speciale traiectoriile reprezentate de axele proprii se numesc 


| рл (ma e este 'stabilă — Оу: $i cealaltă este instabilă — Oyi} 
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E [ 7. X. 1 

Fig. III.17. Natura punctului de echilibru “a! sistemului liniar de ordinul doi simplu: 
'.' aX nod atractor; b= nod repulsor; c — sa; d — focar atractor; ^e — focàr repulsor; -f — centru; g,4-— 
; © nod .atractor; h,j — nod: repulsor, > i. 


D 


i UA AE к ' am ЕЎ ИСА VE 
elelalte traiectorii au. separatoarele cà asimptote, fig. П1.17, c, Sis- 
e in. vecinătatea originii, că punctul de echilibru este sa. 

b) Sistem . simplu, valori proprii complex. conjugate. Fie has = 


a jB cu «е Ё și 8 > 0. În acest caz variabilele proprii yi. Ye w 
simplex “conjugate... asse transformarea a 


Si ш (2. 9) se aduce la următoarea. armă | 9? 


[= А 2 E | eR, E 25) € R2, - T (2.12) 
IET B Za] M «У. | 

с Ecuațiile axelor Ox, si Ох», tinind seama si de ei, au expresiile 
| zi Re a — z Îm a = 0 (Oxf 

; БОЗ 

асїпа raportul. ecuaţiilor scalare -din Q4) sé. obţine 


dz da., Ja 6.13) 


"o gi сав » о | | (2.14) 
x^ а= y sin б. - ОА | E 
ue calcule relatiy inple din e 13) şi (2. "9 rezultă | 
| 4 [ 
Fl КУ dro a 
SS C ( D. "do g^" ; 
AA este Pu | " "T у 
Y zs Cae8 , Сз = const. : (2.15) 


-b.1) Dacă а < 0 atunci pentru M o avem r— 0. Traiectoriile 
ё stare converg către punctul de echilibru. (0, 0), fig. 111.17, d. Siste- 
mul este asimptotic stabil și se spune că punctul de echilibru este Jocar 
tractor (sau focar. stabil). 


iul este instabil și se spune, avînd їп. vedere forma traiectoriilor de. - 


Ъ.2) Dacă a > 0 atunci pentrü / — oo avem r> o, fe III.17,é 
Sistemul este instabil si se Spune că рин de echilibru este focar re 
pulsor (sau focar instabil). ^ 

Ъ.3) Dacă «= 0 atunci 7 = Ca peritru orice Ө € К, respectiv реп 
tru orice że R. Sistemul este simplu stabil, variabilele уз, y; sint functi 
periodice sinusoidalé de perioadă 27/8 și traiectoriile de stare sint curb 

„mchise (cercuri), fig. 11.17, f. Se spune că punctul de echilibru est 
ceniru. 

c) Sistem simplu, valori proprii reale si égale. În acest caz matrice 

A à sistemului éste asemenea cu matricea / care poate avea formel 

(2.8). Dacă matricea J este diagonală atunci, în conformitate cu (2511) 

in саге Ar = № = Jo Æ 0, tratectoriile de stáre sint descrise des ati 


| = Суу. ` "à (2: 
Dacă А < 0 atunci nu i- оо avem | У | SS si | ya 0 
fig. "nr. 17, g. Sistemul este asimptotic stabil și p ‚Чё ка 


este nod atractor (sau nod stabil). 
c.2) Dacă X, > 0 atunci pentru  — ooávem | z œ Si " | ^ „оо 
fig. IIL17,7. Sistemul este. instabil s puntas ut echilibru este no 
repulsor (sau nod instabil). | 
Dacă matricea. / este de tip dadas aii forma canonicá a sis 
temului (2. 6). este . Q ' 


79, S ИС 
=. | кеш еВ, (yy у) eR". (2.17): 

53 LOR ee ti 
Integrind acest sistem se ойе | 20 | 


ЄВ, Ca, Ca — constante. 


baze b Шу et. Я e " р | - Е bod 3 


| qe due d.e ed cer. udi E 
NY | S 
Еһ t Pads aceste „ecuaţii se Gina 
V e БЕР 
P aec. (c Lin s a Tu п Cal. . (2.18). 
E ^ " г. E MEE | Cal i ( ) 


c.3) Dacă: < 0 atunci pentru += oo avem 13110 si | -Y2 = 0, з 
< fig. 11.17, i. Sistemul.este asimptotic . stabil si poe de echilibru 
este: noa atractor (sau. nod stabil)... 

.c.4) Dacă do > Oatunci pentru £—. oo avem Lys lies oo si | Ya eS 00 

fig. 111.17, j.: Sistemul este instabil și у Че echilibra „este Kx 
„repulsor (sau. noa instabil). .. . LUE 


“următoarele patru tipuri calitative principale: atractor 
stabil), centru (sistem simplu stabil), 7epulsor si (sistem instabil). 


dy Sistem nesimplu, . valori proprii reale ' | 
Sistemul (2.7) are in acest caz: cel puţin o Valoare proprie nulă. 
! Ca -utmáre sistemul de ecuaţii : wo 


ir vea кт (2.19) 
ami + ада =0, с sse 


їп afară. „de soluția ‘banală x, = = 0, % = 0, ' admite si soluții nebanale, 
‚ 4.1) Dacă rang A — 1, respectiv. № x 0 și А = 0, atunci sistemul 
(2.19) admite o simplă; infinitate de solutii nebanale. Ín acest caz ind 


‚ о infinitate de puncte de. echilibru, toate situate ре dreapta i 


4.2) Dacă rang А = 0; respectiv A, = As = 0, atunci sistem | 
m: 


admite o dublă infinitate de soluţii nebanale. Ín acest caz toate 
- din planul stárilor sint puncte. de echilibru. 


Din cele expuse pînă aici rezultă cá în cazul, unui stêm dinámic i 
liniar de ordinul dói simplu, punctul de echilibru ( S e poate fi. de 
(sistem asimptotic 


n mod corespunzător toate tipurile. de- poritete e stare se reduc 
de asemenea la patru tipuri principale, aflateOintr-o strinsá corelație ` 
cu cele patru tipuri calitative principale deCpuncte de echilibru, Vom 
vedea in.cele ce urmează cá aceástá topologie este semnificativă si pen- 
tru- sistemele, dinamice neliniare P dd de ordinul doi. 

: ; i . TH | ; 
2 2. енне di sii ngiiare de ordinul doi - 
| S. C x ul 


2,24. Portret de sani şi global 


us 
Fie Xo € к\з 5%. Multirüea. definită prin: discul | О 
К O V= {хе 8; Па ао er) А | i 


se ON (D бенде, a punctului Xo. i 
Fo €"a portretului de stare a unui sistem cuprins într-o vecină- 
ta ui % se numeşte restric]ia laVa portretului de.stare. 


Деш sistemelor dinamice neliniare- de ordinul. doi se utilizează - 
N cai restricții ale: portretului de stare global. O: astfel de restricție, 


care poate. fi oricît de mică, se numește portret de stare local în xs. 


Definiția 3. Două sisteme: dinamice de ordinul doi se;ntimesc cali- 
‘tativ echivalente dacă între portretele.lor de stare există o bijectie con- 


i tinuă care conservă sensurile de Goa a traieetoriilor de stare.: 
\ 


164° 


"xg о nindes a portretului de stare la vecinătatea y a origi 
in cazul sistemului liniar simplu (2.6). Există o vecinătate V' € 
astfel încît restricția portretului de stare la vecinătatea V" a origini 
este calitativ echivalentă cu portretul de stare global al aceluiasi sistemi 
. Această echivalență calitativă justifică de fapt afirmația că tipul cali 
' tativ al portretului de stare este determinat de tipul calitativ al punc 

tului, de echilibru, afirmaţie care a fost concluzia la c care s-a ajuns, E 
sfirgitul paragrafului precedent. 


Sistemele dinamice. neliniare de. ordinul: doi pot avea mai mul 
de un punct de echilibru. În astfel de cazuri portretele de stare locale: 
nu determină întotdeauna portretul de. stare global. . — i 

f - E " i i E i : i $ а 


x А y 


РСА "x 


2. 2. 2. Liniarizarea in: ELT unui punct de echilibru qi 
A. 


Fie uon un punct de echilibra al sistemali, (2.2). Folosind. 
formula’ lui Taylor si ținind “seama si de (2.5), functiile | fi(xi, хг) şi: 


| fao(xs, о), in ipoteza `. .cá „sint derivabile, pot figexprimate ! dupá cum 
Шш 


OP SS MN 
| | M 
ra Eno 
ET хз) = ÉL = ZEN LG T | 
uL» E ЖОС = GC ET. 


| inde resturile. R «(x ©) інтана пав 
Ji D QUU x 


^ SC 
‘lim E (ж, pi^ = :0,. 412, 


cu = lt A amc m ai e 


s n ceri locale |. ие E E 
Н NS a^ к У1 = { T a і a 
| К Е E саа rum E 


si înlocuind (2. 20) în (2. 2): se obține М "EE 


E 


| | 5h - "P T4122 + Rn 4 Fa a, У-+ аз) 
ўз = апу + азу + Ка(уз Far Уз + аз), 


D 


“Sistemul = "u i 4 DEC Ww. cH 


) | Ў Ей апур +. Aye Е m (2.22) 
2n A Ya = dayi + 222 | > Ку. 
„numește partea. liniară a sistemului Q. 21). - qe 


Definiția 4. Punctul de echilibru э = = 0, уз = 0 al me (2.21) 
e numeşte simplu dacă We sa liniará (2.22) este un'sis óm simplu, 

ectiv dacă det А # 0. Dacă det А = 0. pase min se c 
meste nesimplu. 


“Teorema 1 (a liniariz&rii). Fie si serul (2. 2) си T de Sil a 
mplu (0,0). Atunci într-g vecinătate. a Zi portretul de stare este 
alitativ echivalent cu portretul de stare al pig sale liniare, cu condi- 
ia ca. pentru partea liniará punctul de ec ru să nu fie centru.” 

„Acest rezultat, a cărui demonstrație, e dată in.[H3], esté deo: 
t de important pentru că stă la baza бапан stabilităţii sistemelor 
inamice neliniare cu ajutorul părți or liniare, cu excepția cazului 
înd acesta din urmă are origine „Punct de echilibru de tip centru. - 


Tipurile de puncte ав echiliprü pentru care feorema 1 este adevá- 
tă si anume atractor, RA Òr -Şi şa se numesc puncte de. echilibru ` 
perbolice. Echivalenfa c 1vá. în cazul punctelor de echilibru hiper- 
die neliniar și partea sa liniară ne permite. 


olice între un sistem di 

ă extindem topologia pünctelor de echilibru introduse la 2.1.3 în cazul 

istemelor dinamice T isi simple (nod, focar etc.), și pentru sistemele 
namice Bean ceastá proprietate.a punctelor de echilibru „biper- 

ce dec ae caracterul special al bijectiei din definiția 3, in sen- 

E cá inátáti suficient de тісі ale punctului-de echilibru 
xd bei este foarte apropiata de aplicația identică. | 
< i 

aU 


2.4. Se consideră sistemele ` 


"2 | a = каа + 4) | 
| | ki = a = a EE uL. 


аб сш 
ат ат а UP + л). 


ағ i ` 


n : | à 
: Să se construiasc& portretele de 
stare locale si să se compare cu portretele 
corespurizátoare ale părților lor liniare. 
- Punctul de echilibru al ambelor 
sisteme este (0,0). 
Folosind coordonatele polare жү = 
г=созӨ, x, = г sinô cele două sisteme 
se aduc la formele 


= p-—n ) 
pi я рт с aa RER b 
ó—1 =l * 
Fig. HE 18. Portretul de' stare la exem 


Portretele de stare corespunzătoare; AN plul 2.4: 
sînt reprezentate în fig. III.18, a si D si, 
evident, elé nu sînt calitativ echivalente. 

Utilizînd formula lui Taylor se constată că, ambele sisteme au aceeași ра, p 


е p. | ^a "d 


xa T Yr 


= X4 


a — focar „repulsor ; b — focar atractor. 


de teorema 1. În acest caz pe baza părții liniare nu se pot face ‘un fel de айтта 


. Punctul de echilibru al părții liniare este centru, fig. III. 17, f. quat Wana exceptată 
privitor la tipul punctului de echilibru al sistemului dinam e iniar corespunzăto 


Din punctul de vedere al stabilităţii, pe аласта 1 se pot face 
5 urmátoarele afirmații. S. 
e 


Teorema 2. Punctul de schia » TES == 0 al sistemului (2.21 
este asimptotic. stabil dacă si n a partea sa liniará (2.22) esté 
asimptotic stabilá. ' ря 


Теогета 3. Punctul de mra yi = 0, Ya = 0 d sistemului (2.2 
este instabil dacă și numai dacă” partea sa liniară (2.22) este instabil 
În cazul în care (0, 0) un centru al părții liniare, teorema 1:n 
permite să facem vreo afifmatie despre natura punctului de echilibrü 
al sistemului (2.21); În atest caz se foloseşte noțiunea de indice de sta- 
bilitate, (A5], care se Călculează după cum urmează: -. 
1? Pentru „pistei (2.21), cu originea punct de echilibru de tip 
centru, WE егийпа matricea . 


se del a s j- н; | y 


—) 1 


in T a, este matricea modală a sistemului. (2. 22), prin care se reali- 
zează ne dd și 2.1. 3. 20] i EL M 


Ei. £01 1 0 d. —j 1] —g 0, MUN 


A este matricea sistemului (2.22) si are valorile proprii +j8. 


D 


r 
Y 
і 
№ 


х „2° Be transformă sistemul (2. 20 Е schimbarea de variabile“ 
„de stare. Р. 


I 


$i se obține > 


X 


E | = 21(21, 2) | 


a = Zoëy 22). 


Р 3? Se calculeazá indicele de stabilitate- 2 Ж Lo АК EET 
I= Bii + 2 кд.) нА — ZhZis T3 

E: | | + ios 2 + Fifi. — 2 == 252%, У 
їп саге AM Ts 
| | 22, ` | iz, фу”... 
jk == - t (0, 0), Zikm TER L 0), 

2,02, V un m. 
| AQ IP ЫА Br uu o 
n E bos ЕД mrs 1,2. e a 


D 


‚ Teorema 4. Dacă: gus de ec adit (o 0) al Чишш (2:22) 
este centru si Z < 0 atunci punctul pj echilibru (0, 0) al sisteniului (2.21) 
este asimptotic stabil. - | 
ntrucit rezultatele enunţ te prin teorémele 2, 3 şi 4 se Багаа ре · 
, partea liniará a unui siste namic neliniar, stabilitatéa asimptoticá 
` Sau instabilitatea punctul&iv Nie echilibru sînt valabile pentru o anumită 
-vecinătate a sa. Dete area acestei vecinátáti sau a unei părți a ei 
este posibilă prin trasârea efectivă a portretului de stare global. — | 
Ауїпа їп NA а i caracteristic al «шешшш (2. 22) а аге ы 
forma: e" i 


EX -— д) - s +з +, Ss jeu E 


(au + аһ) şi. о = 211855 — 212091, şi că natura zerou- О 
ilo SaS a depinde ае’ discriminantul a? — 4a; şi- de semnele coefi- ` 
чем о, оз, este posibilă o clasificare a tipurilor de puncte de-echi- 

. libru ale sistemului (2.22) si implicit ale sistemului (2.21), în | condiţiile Е 
.. teoremelor 2, 3 si 4, fig. 111.19. "TN d 
| Teorema 1 permite și clarificarea noțiunii de рое introdusă 
la 2.1.3. а.3. Separatoarea este o traiectorie саге - intră într-un (sau 
iese чыш) punet de echilibru, tangent la o > direcţie radială fiya 


1 
Dc 


в ч 


NL LISEZ 
Focar Focar V ; 
repulsor 2 atractor 
HOMI atractor 
„9 [^ 


| CLA < 
р 7% z3 72 -c | 2 , 
S$o' | А 
"n Й нЕ, XII. 19. Clasificarea. in planul (1, a) a a tipurilor ' qe - 
i VE de puncte -de echilibru ale părții liniare (2.22) М, 
; | J 


„a sistemului (2. 21). 


с : ET o 
T2 | l | \ e 


Tangentele la гака părții TERTE in punctul сыны sint 
de asemenea ашы 1а separatoare sistemului nelin r corespunzáto 


& 


: : А | . 2 CR 
Exemplul 2.5. Se consideră sistemul 1 i S 
3 i | : JE | Ll E S. , i 
Ў LN QR pO e e iu 
d = 


= a-mi 5 4 


Se cere să se deterius separatoarele mam de stare al părții liniare şi apoi 
în portretul de stare al sistemului. 


-Punctul de echilibru al sistemului sii бо). Partea sa liniară este descrisă de ecuaţii 


- OBEN 0 созы 
CEN MS i SN = 2x, + E : 
ws N E da = T2 _ 


„% i 
ale cărei valori pri ad ac d 2. Punctul de echilibru este de tip şa, și portret: 
de stare este R eia fig. Ir. 20, а. Separatoarele sînt chiar axele proprii ale. sis- 
temului er хэй căror direcţii sint definite ае: У-1ж = = 0. Întrucât V = -| = c 
МЕ Ln - 0 
ы; | ` ES DNE R » : 
«ў rezultă că ecuaţiile separatoarelor sint ху + x; = 0 (stabil 


şi b "M . 
Separatoarele sistemului neliniar sînt, în general; traiectorii cube În cazul de fà 
dreapta x, = 0 este de asemenea separatoare instabilă. Cealaltă separatoare, de această, 
„dată stabilă, este o curbă tangentă în origine la dreapta +, + s, = 0, si situată sube 
' Ultimul fapt rezultă „din aceea că dx,/dx, > — 1 pentru х, < 0 si dada, < — 1 
pentru. 4, > 0. Portretul de stare local al sistemului neliniar, in punctul de echilibru 
(0, 0j, este кысы їп fig. IIT.20, b. 


a “ж, . "A 
є , | Fig. TII.20. Portrėtele- de, Stare la d 2:5: 


" D 


Dacá punctul de echilibru yiz0, y= = 0al sistemului ( Lab) este K 
ì\esimplu atunci partea sa liniară (2.22) are o simplă infinitate A 
e echilibru situate pe o dreaptă, sau o dublă infinitate 'de Puncte de. - 
ilibru situate în tot planul stărilor. În acest caz în ortretul de 
e'al sistemului neliniar si portretul de. stare E ii sale liniare 
ot 'exista diferente calitative: foarte. mari. Ceea р este caracteristic 
ntru sistemele cu puncte dé echilibru ар este faptul.cá in por- 
retul de stare apar intotdeauna curbe ale pună telor de echilibru ne- 


| d ы. xS. | 
Exemplul 2.6. Se consideră sistemul —' — S RR i 
Я EN & К | s ~ vow : | i Б _ 
| X177 Xa DE SU ыз ае з E 
un uz N 21 P 


| ES : qos | | 
Se cere să.:se detexidine portretul de stare al sistemului. E 
* Sistemul se caracterizează pri nctele-de echilibru situate pe parabola ха == E, 
Fácind ad ecuaţiilor &istémului se obține 
a ахз. E21 = 
== — 3. XQ X Xi, — XQ X 0, 
і da, %, 


B e » 
din care prin integrare rezultă . 
ж Pd 


Hind |. € = const, 


i 


a Portretul de darë corespunzatoare este repre- 
zentat în fig. III.21. Sensurile de parcurgere a tra- 
iectoriilor. rezultă din următoarele: pentru х. > a? 
avem îi > 0; în timp ce pentru x, < 2 si xg > 0 
avem 4, < 0; pentru x, < 0 avem # > 0. Con- 
: 'form portretului de stare, toate punctele de echi- 
11.21. Portretul: de stare la  libru situate pe arcul de pârabolă din pumube са» 
exemplul 2.6. - . dran sînt Simplu . stabile. 

T d s 


2.2. 3: Ciclùri limiti 


S-a văzut la 2.1. 3,b.3, fig. III.17, f, cá în ти de stare al unui 
sistem este posibilă existența unor traiectorii închise. Ele corespun 
unor soluţii periodice! ale sistemului dinamic. Ca și in subcapitolul. 
precedent vom aborda prin metoda planului stărilor atit existența, cit: 
și natura soluțiilor periodice 'ale unui sistem dinamic neliniar de ordi 
nul doi. 

Fie Со o curbă închisă in В. Mulțimea W, de formă inelară, car 
contine curba Co se numește, o vecinătate. inelară a curbei e 

‘Definiția 5. О traiectorie închisă Co din portretul de stare se пущей 
ciclu limită dacă există o vecinătate a ei W care nu mai сш lt 
traiectorii închise. - М 

Ín conformitate cu aceastá definiţie decide închise care! incon 
joară un punct de echilibru de tip centru nu sînt cicluri lim eoarec 
"oricît de mică ar fi vecinătatea W ea mai contine ce Spin în încă О: 
traiectorie inchisă (v. fig. III.17 Р). uu i u 


Exemplul 2.7. Se considera sistemul . 


| жү = % + TE = J4 + EAS 
ха = — + a(l үз n 


Y 


Folosind 'coordonatele polare să se arate c temul are un ciclu limită, 
' Introducînd coordonatele „polare x, = + cosd x, = ғ sing din ecuațiile sistemu 
se е obține ` ; ux - 


C LM ‚К ы | 
a ou озб NM ps 


Evident r (!) = 1, 0 () = — ES o soluţie periodică a sistemului corespunzătoare. 
traiectoriei închise Ca: a + xl . Aceastá traiectorie este un ciclu limitá deoarec 
pentru 0 <7 < 1 avem + > б; jar pentru + > lavem ў < 0, ceea ceíinseamná.cá.at 
traiectoriile din interiorul, dz cele din exteriorul lui C, sint spirale care converg la:Cy, 
fie. ПІ. 22, а, Tes este singura traiectorie inchisá din planul stárilor. Avínd: 
"în vedere cari ta ix toriilor din vecinátatea lui C, se poate, áfirma că ciclul limit 


„С, este sta | 

- Defi sint Un ciclu. limită Co se numește stabil (atrăctor ) dacă; 
trai in vecinătatea ei, atit dintr-o parte cit si din cealaltă 
part E tind la C, pentru / — oo, fig. 111.22, a. 


DUE 7. Un ciclu limită Co se numește instabil (repulsor ) dacă: 
traiectoriile din vecinătatea ei, atit dintr-o parte cit si din cealaltă 
parte а lui Со, se îndepărtează de Co pentru. — oo, fig.. III.22, b. 

. Definijia 8. Un ciclu limită Co se numeşte semistabil dacă traiecto 
riile din vecinătatea ei, dintr-o parte tind la Cop iar din cealaltă parte 
se уш de. Со, ambele pentru. іэ oo, f. П1.22, c. 


Fig. 1.22. Cicluri limită: ECT у. 
a— stabil; b-— instábi] ; с— semistabil. | | 46 


, . Ceea ce este caracteristic огне бый de stare care conţine C ciclu 
- limită stabil (instabil) este faptul cá se poate.determina o vecinătate W 


` 


în (ies din) W atunci cînd і — co. Această proprietate, c 
a definiţiilor 6 si 7, conduce. la următorul rezulta Á, 


astfel încît toate traiectoriile de stare, cu excepția ciclulujdimitá, intră .— 
3. 


cintá directá 


Teorema 5 ` (Poincaré-Bendixsony. Fie T( (sin) о tiaiectorie de ' 


stare .a sistemului (2.2), corespunzătoare PU ului initial. (хло, Хо), 
care este conținută pentru /2í, in întregime într-o. mulțime márgi- 
nită D c R*. Atunci pentru ./— оо tre 

la: un punct de echilibru, fie la un ciclu-limită. 


oria То, X20) tinde fie 


Acest. rezultat, pentru a fi es n aplicații, а. pus in evident 
1 


necesitatea unei abordári globale a emei existenţei si naturii ciclu- 
rilor limită. Ea are in vedere чао douá aspecte imiportante: 
7— tratarea operatorială a а e utiei soluției sistemului (2.2) in sen- 


+ 


sul „că aceasta reprezintă « xtbănsformare a planului R? în. el însuși ;.: 
e \ 
— evidențierea unor sri în planul. stărilor аз) care nu iese 


nici - о таво de st. 


< Soluţia (100), x(t) X с R a ‘sistemului (2. 2), care, satisface 


conditia iniţială, PX») € X precizează evoluția punctului de stare 
сате la t= t în (жо, хә). десш idee EN fi. formalizatá in 
od ur for. gÀ 


йа. da Aplicatia Ф,:Х-э x care апып ре Xo = (10, Хш) 
6 s 1), xa(t)}, adică. x(t) = Ф,(ж), 'se numeşte fluxul sau opera- 


tori olufie al M tensa (2.2). | 
ш sisterhului liniar. (2:6). operatorul de evoluţie are > expresia, 


Wan ЕС ү 
i | | Qj = est- to), aa i : 


“йде А este “matricea „coeficienţilor sistemului. El coincide cu matri- 


, cea de ашар а sistemului, introdusá la I.2.1.3 și explicitată la L.5.2.3,. 


д2 ыч 


\ à i ~ ; 
" n К P ` 


„Definiţia 10. O submulțime D c R? se numește mulțime pozitiv і 
riantá pentru sistemul (2.2) dacă. pentru orice punct xo € D traiectorii 
x(t) = Ф,(хо) rămîne in D pentru toti i> b = 0. , 

. Un rezultat de existență a ciclurilor limită, care se obține imedia 
din teorema ` 5 si defimifia 70 este următorul. : 


Teorema 6. Dacă o йына р, închisă Și mărginită. ае pozitiv 
invariantă: pentru sistemul (2. 2) si in D nu existá nici un punct 'de echi 
libru atunci in D'există un ciclu limită. ^ 

Desigur .că aplicarea teoremei 6 este legată . de dificila ‘problemă a: 
determinării unei. mulțimi pozitiv invariante. Rezultate: general 
acest sens au: fost deja publicate î in [C4], [M1], [P2, 3]. Un rezultat 
‘cabil unor sisteme: de :ordinul ж: neautonome- cu D funcție de P$ 
de forma unui hiperparalelipiped a fost prezentat in [P3], 5 Vom. d. 
acest rezultat! pentru cazul sistemului э 2) şi o mulțime , dr пешат 


рф = den. n) ER; EE «B. 0 < <А (5. - 
| cR о, "ЄЙ? 


си al) și 40); i = T 2, fisci diferentiabile 


16. 23) 


v бы 
ооо о, 
| "Teorema 7- (Pavel-Voicu). Mulțimea. Dj este pozitiv . invariantă 

pentru sistemul (2. 2) dacá si numai da ает 


LE и | E EES/CIOEA A (0 - | А Ш $24 

i con M eor BO coo rs 
en dg PESTO talh) a А ГЕ и (2:25) 

» 8:0) < РТИ ик. 


pentru toti (is х) є рия toti te. R, . | - 
| Utilizarea practică teoremei 7 poate б mai comodă dacă sistemul 
0. 2) este КА {и coordonate polare., Fr. pentru Areasta. 


= 


o | 
e т za MM MERE a 
"i SU | 4$ — A. sin 0, Й a 
unde Sut ) e R? este un anumit E Place d din plan și (7, 9 € R? sînt coor- 


donate k 


ALT Jd rr "eR. : 
E à = g(r, 9. e. 9 ек“. 


nv; 9) = fila + 7 cos ө, dg + 7 віп Ө)соѕ Ө id 
+ falai + т cos 6, as + rsin 0) sin 0 - 
` 1 i Е A (2.28) 
< 8) = — 7 Lalar +rcos 9, a + z sin 0) cos 0 ет 


y js + 7 cos 0,42 + 7 sin Ө). sin Ө]. 


Íntrucit, de regulă, ne interesează determinarea unei “mulțimi pozi- 
invariante de formá inelará in planul (xi, х) .ѕе consideră 46 
Dt) = (у, 0) e R^ n(üsr«n(), teR, NE. 29) 


are ni) şi ra(?) sint funcții diferentiabile. Din modul inire a fost 
ейт D, rezultă evident.cá 0 € В. SS 

Aplicind teorema. 7 sistemului (2.27) si n Q 9) se uns 
mătorul rezultat util în aplicaţii, HS 


“Teorenia' 8. Mulțimea Рё) este pozitiv mea pentru siste 
7) dacă și numai dacă | i 


inel: А " i alil (0; 92 ad i E | А А R 
A EE (20), 0) 20 —. doa 
піти" toti BER si toți teR,. a | INT M 


Ехешріш 2. 8. Ѕе consideră seg 


RES р „ў 
| К a PE mr (1 — аз} ыр. 


Să se determine. paramet а > 0 si b:> 0 astfel încît sistemul să admită o mulțime 
itiv invariantă de for; тобаш inel circular. 


Intrucit sist originea ca punct'unic de echilibru vom folosi transformarea : 
99% NS Se obfine ' . 
ЭК; = у sin? 0 (1. — ar cost ө - — br sin? 0) 
о К y? 
МУ а 6= — NC дч 9. 


E 7 


M 


1 


4 


^ КЕТ — а cos? 0 — br sin? 0) 20 | 
7, sin? Ө(1— av cos? Ө — brisin 0) < 0 - s К 


cest sistem de :inecuajii este šatisfäcut pentru o= = în, kezi: Peâtru, 
kez, mai trebuie să aibă loc d = 

1 а „d 
> a cos? + b sin?0 PE a cos20. . b sin20 


Pentru a < b avem r$ < 51 gi 02 > a. Pentru a >b avem 7 < аі şi ră > > bl. 
În sfirsit, pentru a = b se obtine 7$ x a3 x. În toate cazurile Dj este multime 
pozitiv invariantă, care coâform teoremei 6, conţine ciclul limită stabil az? + baza = 1 


Un alt rezultat util în aplicaţii este „următorul., 


„ Teorema 9 (Liénard). Fie un sistem dinamic, descris „prin : ecuatiil 
d UE ta " А * 


Е Co M E ALME | 


F(x) = \ Ла) ds, С) = \ g(x) dx. | 
(n UEM ИСУ; 


1? f(x) este funcție pară, cu F(x) < 0. pesti x € (0, а) si g(x i este 
funcție impară cu xg(x) > 0 pentru x с 
2 | F(x) | ^ оо. pentru | х |= oo si x) > со pentru x — oo, 
‚3° F(x) аге numai zerourile x=0 şi 0 $i este monoton crescáto 
re pentru x > a atunci sistemul co erat admite exact un ciclu limită 
„stabil în interiorul ‘căruia se găseşte originea: care este focar instabil 
În sfîrşit, la fel de util în mele aplicații este următorul rezultat 
de non-existentá a iiis mită.. ` ; E 


şi бе ^ 


М 


"Teorema 10 EN „Fie D o regiune “simplu conexă din R 
în care sistemul ( re LR ^ 


n хз) ү Өл, хә) 
dA A a ua 
Atu nar (2. 2). nu аге. nici о traiectorie închisă în întregim 
conti u $D E 
D. баса Place, a2). si Q(xi, хә) au derivate parțiale. continue intr-o. 
regiune simplu conexá D с R? mărginită de o curbă. Co simplu închisă, 
atunci, conform formulei lui Stokes, [52], are loc: 


ф Рах + oa (20 Рана 


ÓXi ^ д% 


== semn constant. (2.33). 


4 


: i ^ Se presupütie: prin absurd cá С, care márginégte- Deste un ida 
limită al sistemului (2.2). Pentru orice (эл, хз) € Co are loc filg, xz) dxg — 


s Жл. х) da, = 0. Pentru P = — fe și Q — f, din (2. 34) rezultă 
M da — f is- (@+ e да = 0, 


да’ джа). 
'ceea cé este în contradicţie cu (2. Е tes d m 


‘Exemplul 2.9. Se consideră sistemul de la exemplul 2.8 Şi gè сёге: sh se СОТА 
" | „parametrii ab e В astiel încitisă nu existe пісі un ciclu limită în tot planul de stare. Sa 
х Conform condiției (2. 33) trebuie să aibă loc | І 
` | | 1 — ax? — ЗЬ = semn constant | | > | 

|. .. pentru бгісе (х,,л)є RE. Se observă că. pentru а < 0 şi b< 0 condiția, ari 'este - 

©, | satisfăcută. Cum punctul de echilibru (0,0). este un focar instabil, Ka cá soluția 
^ = 0, ^ — 0 este Vaio instabilă. . ; N | 
md 


` 2.2.4. Aplicație: oscilator electroni RC. = e ~ 


E ‚ Se consideră un amplificator electronic cu reacție după ieşire printr-o | - 
5 rețea RC, fig. IIL23. Caracteristica statică amplificatorului, care 
- “prezintă fenomenul de: ‘saturație, se expliditează prin polinomul de. 
` gradul trei | | T ые XE 


N eua uS : і „== T 78 t ' i ` т (2.35), E 


“în ipoteza că. rezistenţa. de. intrare a amplificatorului este foarte 
„mare (А, = = + oo) şi rezistențaode ieşire este foarte mică (R 90), 
se cere să se determine dit in. care sistemul consideras t generoaz - 
oscilaţii” stabile. . © NY 4 i | 


E 


AIT Cu notaţiile din fig. „i 23 p scrie ecaafiile:. 


` Е " ку | Ds AL s d 4 м + Ruin EN e E e. 39) 
B 1 o: e 


. К | . "pw 

| ош == = Юй = ape to dt, е. 37) 

"a" „Ca o А 

i= ipt de. @. 38) 
: Tntroducin а variabila x= D şi 
eliminind ме, 1; în ȘI їс între ecua- 
ё {Ше (2.35) — (2.38) se obține ecuaţia 
puni se | аана 
Fig. : 111.23. Oscilator electronic - RC, E as | к (2. 39) Е 


276. P" i | К xo E fas | | P E = | б Я ©. 


іп care 


: 1 . 
m CARA Ca. 
| : hoc ЭБЕ; 
| PME 
EU 24 
2 x == * E 
20 RC | А 


B 


Ела Q. 39) este de tip тй der Pol a este. echisalentà хаб 
. toarea затекле де stare А | | | 
A" E #= — ote (oat arjo. + КА 


E 


Intrucit. teorema. 9. garantează 'existenfa- a. s ah unui ciclu. limită 
stabil, să observăm că „dacă, 4 «0 atunci NC 


ie inam "E 
дю) = = 2o, + 2 ax? Fa) = Rosen ai б 


| СЕБЕ 5Ы M б” 
g(x) = eux xg(x) >0 . iru 70; nera | 
2° VF(9) jm НЕТ 291 i G) = 


deles rd e 
3? rad n E (х) > 0 pentru x >. a. 


Eur а sistemul. 'considerat- are uri. ciclu limită stabil, a căru 
* “fo (parametri, se pot determina prin metoda izoclinelor. Sá ma 
obser vali in final cá. realiăarea e К < 0, шшш ны а dona 

„din (2. 40), implică | i 


P " «fu | EL 23 


care este de. fapt condiţia ca: sistemul să intre în regim de autobscilatii. 


2. 2.5. „Арі сафе:  Servomecanis 
„regulator de tip releu: 


ОИЕ um AN Se. consideră  servomecanismul cu 
r геш de'tip тееп, „schema bloc structurală din fig. 111.24, 
| ‚їп саге neliniaritatea este de tip releu pi- 


p e "m u= [7^ еЗ 
- И "s(Ts4-1) . +b, x< 0, 
Të à = — kb sgn x. 


Introducind $ 


SE. 


variabila v = #, din (2.43) se obţine 


LO, sén x + v & 
тг. ` 
| K 

- | i S я 
Е dy _ _ kb sg Wu, à (2.44) 
DE s 

Prin operatii elementare couația (2.44) se aduce la forma. 
i ANE ue XM E | 3 | E P 
dx = — Т dus T T en 
' M: S. = $ VES. JUNE А 


Pentru x « 0, pri integrare se obtine 75 
"p — Tkb ln(—v + M) + Ca, $e (245) 

„ procedind: asemănător, rezultă | EDT 
= — To + Thb in (v + Kb) + Cs v —kb _ (246) 


“în — faptul că releul сотий: atunci cînd x schimbă de 
dul rezultă cá pentru x < 0 sistemul evolüeazá pe o.traiectorie din: 
amilia (2.45), iar pentru x0 pe o.traiectorie din familia (2.46). Urmează.. 
că planul stărilor este format: prin alipirea semiplanelor x < 0 si x > 0,7 
iecare cu familia. sa de traiectorii, după axa x = 0 care este linia de. 

mutare, Pe această dreaptă se trece de pe traiectoriile (2.45) pe traiec- 
Brie (2.46) si viceversa, in mod. succesiv, fig.. III. 23, а. Sensul de 


Fig. 111.25. a ~ Portretul de stare al sistemului din fig. 
b — Reducerea зае: prin rotirea dreptei de com T 


parcurgere a: traiectoriilor este. cel indicat prin săgeți (in semiplanu 
v < 0, x este descrescător, iar in semiplanul v „ X este crescător), 
Întrucit familiile de traiectorii. (2.45) si (2.46) proprietatea cá sir 
[ОА |, JOB |, (ОС |, JOD |, [ОЕ | etc. (e 1.25, a) este monoton 
descrescátor, rezultá cá orice traiectorie de are situată în |v | < kb 
converge către origine (focar stabil). 
Calitatea evoluţiei stării către origi 
гіа numărului ridicat de oscilații. Г 
de reducere a numărului de oscila tii ă observăm cá, geometric, o rotir 
in sens pozitiv а dreptei de cog tare poate avea efectul dorit. Justi- 
ficarea se bazează pe faptul de această dată șirul |OA' |, |OB' | 
"JOC" |, | OD' | etc. (fig. T d b) converge mult mai repede la: Zero 
Dacá ecuaţia 1 noii к comutare este ; 


nu este satisfăcătoare dato: 
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atunci pentid realizarea efectivă a comutárii pe aceastá dreaptá sis- 
temul - va re să fie guvernat, în locul ecuației (2.43), de ecuaţia 


SF Të + = oc Åb sgn. (£ + kå). 


леа inseamnă că pe. calea directă a sistemului, înainte de. releu 
trebuie să se introducă un. regulator PD cu funcția :de transfer G,(s) = 
== bs. „Aparent, o valoare Ё„ cit mai mare ar trebui să asigure. in 
aceeași, măsură reducerea. oscilaţiilor sistemului. Există totuşi o limi 
"superioară a lui ky determinată de Apre regimului alunecátor, [B6] 
. [Ut]. E А | | 


Xf a N 
А К ` | 
Р. $ / а ` kie » 
Р А ; 


2.2.6. Bifurcafia Hopf p Е E SEE 


Bifurcatia unui sistem dinamic este: legátá de faptul cá variațiile 


anumitor parametri al'sistemului, sub influența unor perturbații externe, | 


;pot produce modificări calitative, importante! ale. portretului de stare. 
De. exemplu în cazul oscilatorului RC de la 2.2.4, variaţia factorului 
de amplificare k, în jurul valorii kio (relația (2.42)) face ca punctul de 
echilibru (0, 0) 5& :ѕе transforme din 'focar stabil, pentru. kı UE, in 
focar instabil, pentru E >Р. Schimbarea calitativá a: portretului” de 


stare se produce la kı == ko si se spune.cá sistemul are. о bifurcajie la. 


Ay. Să mai observăm cá partea liniară a sistemului (2.41) are v lorile 


proprii — o, ((-5 341 — @), care devin + јо, pentru №, jp. Se. 


~ spune cá sistemul 0. 41) ате 0 bifurcafie Hopf pentru kı = 5 10, [C5], 
Р M2]; Ў 


ciclu limită la variaţia unui parametru KER it 
 rezultat, a cárui demonstraţie se îi їп n pur. 


WVutil următorul 


“Teorema и; Fie sistemul PEDI M 


. 7 | = fix; Xo; В), LE S ` ` 

0 | pom = falx, Xa, Ё), (эд, ge R’; ke R, 

-care аге un punct de echilibru in (0 pentru orice £. Valorile proprii 
A(R) si A(&) ale părții liniare. in 


pentru k == ko. e 
Dacă > | NS 


з 


Е Фа) 


și originea este agde. de. echilibru asimptotic. stabil pentru jo = Žo.. 


atunci: .:. AP 
1° k M e К un punct de bifurcatie “al зешш 
и, Ma < ko astfel incit. канч ke (А, ho). originea este focar 


a 
creşterea lui &. 


Este relativ uşor de verificat că oscilatorul electronic RC are о bi- 


“furcaţie la Ау = ky. Într-adevăr (2.48) are loc în mod evident. :Pentru Е 


а arăta cá pentru A,-— A, punctul de echilibru al sistemului (2.41) 


mului (2.47) sint pur imaginare . 


n legătură cu bifurcația, Hopf si cu posibilitatea dparitei unui ' 


+ 


AE TE ИГ | 
E Jea S0. (248). 


xis Ra > h aia încît pentru Re: (ko, №) огіріпеа este focar : 
înconjurat ` de un ciclu limită ale cărui dimensiuni cresc cu ` 


este asimptotic stabil se foloseşte teorema 4 {indicele de „stabilitate - 


pentru a | == ш este Г = — 2-«| es <0) e `“ ' ОЕ 


m 


există: i Sint ontinue pentru IE x ||< <K, K > 0. А | 


8.. Metoda directă Liapunov 


3.1. Sisteme: dinamice neliniare autonome si continue 
în timp | 


4 


Ín cadrul ас subcapitol ne vom poma in | primul rind de sis- . 
teme dinamice de forma 


& = Қ), teR;; хек" К" (a 


cu conditia initialá X(lo) = xo si punctul de echilibru x= 0. qe. 
Rezultatele care së vor expune au fost extinse prin adaptări cores- 
punzătoare şi la cazul sistemelor neâutonome şi/sau үс їп timp 
Astfel de cazuri vor fi luate in considerare cu prilejul tratătii noțiuni 
de stabilitate absolută, introdusă in teoria sistemelor ei ds S neliniare 
ca parte a unui sistem: dé concepte generat de metoda ye tá Liapunov. 
" 


C344. реп. ; X DM К е 
Ín esenţă vüctoda.- directá Liapunov m se dine pe general 
„zatea noțiunii de energie. De exemplu im^cazul sistemului mecanic din 
fig. 1.15 punctul A, este un punct de echilibru asimptotic stabil. Justifi- 
carea de ordin strict fizic a -acestei firmati constă în aceea cá energia: 
totală a bilei B atinge un min im, relativ Vus în "A, şi in orice punct 
nu prea îndepărtat de A, dar ferit, de acesta, au loc inegalitátile 


V—Vas >0 şi V «0, ceea è înseamnă că mișcarea: bilei B are loc: 
către punctul A, (aperiodie sau. oscilatoriu. amortizat). à 

- Pornind де Ла aceast idee 'se asociază . sistemului. (3. 1) o funcție. 
И: К" R cui nátóarele proprieta ii gp" ЕЭ. ds 


БА 


а 


и {== 1, 2, eo H, unde x, simt componentele lui x 


| gre pozitiv definită, adică V(0).— 0 „şi V&) > 0 pentrü 
cu xx0. - 


S P» este negativ. semidefinită, adică (0): = 0 si V( х) < 0 pentru 
jzli<K, cu 340. . n 
, Proprietatea | 3°. se, poate înlocui cu i următoarea mai tare. x 
‚ 4° V(x)este negativ TUUM adică ше şi V (x) «0 pentra ll] < K 
cu 1 x50. 


Prin to se r | 


= [grad Vai = 


Р) = s - x = 
| — [grad Va Kho с 02) 
in care. S | I | =: 
: 24 [аи oV Y ; | 
E | ^ad va p n d (G3) : 


` 


ste vectorul gradient al foneti scalare V(a); (3. 2) m ара 
cá, V(x) este o funcţie asociată sistemului. (3.1). N 


` Definiţia 7. O'funcţie V(x) care satisface 1°—3° ве йине оре | 
Aapunov slabă. К 


"Definiția 2. O funcție V(x) care satisface 1°, Җ. Sr 4? se нае _ 
unche Liapunov tare. | S 5 ru 


| xv 
y / 
3. 1: 2. Criterii de stabilitate si de МЕУ: Б) 


Теотета 1 (Liapunov). “Punctul де | us x = 01 sistemului (3.1) 
te stabil dacă există o funcție Lidpunov slabá. 


D. Se presupune prin absur rta deşi există `o- бе Lispanóv 
labá, x — 0 nu este stabil, adi pentru | Xo l| < 8 existá un A. to 
tfel încît [| x(t) || ze cu E 0 dat. | 


Ín virtutea proprietă | d există о funcție Фб), ана 7 este 
ungimea razei vectoar R R^, cu próprietátile: 9(0)— 0 si 0<7 < 
«75«K implică o i (72), dar astfel Іосі: ESSET 


ae g^ Voila] 7.07 0. (4. 
Fie К rad ales incit să aibă loc simultan | | | 
m 
s 
i lucru este posibil pentru Xo. suficient de. ronis de A 


leoarece Ф(є) >0, У(0) = 0 si V(x). este continuă. · Íntrucit Ý < 
irmeazá cá V (x(t) )< 7 (к) pentru hi > LE Sau, шу seama | de. (3.5) 3), 


KS | ПЕЕ KORLO | E (G3 


© 


V(x(&)) < г 


Dar pentru ^ > іу avem || x(h) || >eşi din (3.4) rezultă EA 
> (11 х(һ) 1) 2 (є), ceea ce contrazice (3.6). 


Teorema 2 (Тш, “Punctul de echilibru x — 0 al sistemului 
(3.1) este asimptotic stabil dacá existá o functie. Liapunov tare. 


D. "Conform teoremei 1 x= 0 este stabil. Mai rămîne „de arătat că 
| dacá are loc 4? atunci n || xt) II = 0 pentru orice хо cu || xo || < à. 


'Se presupune prin pem că, desi V(x) este negativ definitá, lini 


1-0 


|| х(0). 1190, adică « există un 0 << € din definiția 7 de la 1.42: 
astfel încît i 2 М, 
EU NOCT. t > ti > to 2 у (3.7) 
Intrucit "C V (x). este pozitiv. definită, există o алс} д?) cu pro- 
prietátile (0) — 0 si 0< " < T&K implicá (5) < W(72), dar 
astfel incit - S 
t 


AU TE iz Fal 


Tinind seama de. (3. 7) 51 de, faptul cá m este strict descresci- 
toare, din (3.8). Feed cá SS ; 


V(s() < — we b» (3.9) 
Se integrează (3.9) de la ż 1 i^ аш Vxl) < V(x(5)) — yla) 


-(£ — &); t > t adică pentru, SV (х0) (=) avem V(x(t)) < 0 
ceea ce contrazice BP este ) este pozitiv definitá. Conform ipote- 
zelor 2? și 4? V(x(t)) este cp М $i. descrescătoare, astfel cá pentru 


(8) 


і со ea are- o us peneg gativă. În consecinţă lim V (x (9) = 0, dar 


intrucit m SS e rd а „această аге E numai dacă 
lim || x qe oj. " m з иы B 
t-> © 

AU ч p éste foarte simplu de dat o ершн geometricá 


teor МУ. planul stărilor. 


RS teoremei 2 trebuie să aibă loc (х, х) > 0: V (,, X3) < 


pentru х0) |; х |&K si V(0,0) = 0, Yo, 0) = 0. . În consecinf; 
funcţia 2 == V(x, х) poate fi reprezentată în planul stărilor prin curb 
de nivel constant, fig. 111.26, care au dimensiuni din ce în ce mai ге 
: duse: pe măsură ce z scade. Dacă y este o traiectorie de stare oarecar 
din vecinătatea originii, pentru un punct P de intersecție cu o curb 


S 


ditii suficiétite 


„284 


< de nivel "constant are loc V (14,29) < 


' se explicitează produsul scalar, pen- 
tru punctul P аге loc.-: 


ха + 4$) cos a «0, (3.10) 


gradient, care este normal, dà» curba 


| teoremei 2. | vectorul viteză x al putictului de 
MP EE E . Stare P de pe {тайса ү. Соп- 


| | ditia (3. 10) implicá (e AE ceea ce ari “vectorul i este 


3 permanent orientat spre interiorul oricărei curbe. de nivel constant. 
„Ca urmare pentru /— оо punctul P se p ează pe curba ү spre . 
u 


originea planului de „stare, .ceea ce implică f. 1 cá originea | leste punct 


de. echilibru asimptotic stabil. 


Pentru.cazurile in care V (x) Tu Шай slabá dar V(x) — 0 


numai pe traiectorii БапаІе іп || К (cum ar fi puncte de echi- 


libru izolate sau unele axe ale spátiului stărilor) este util următorul ^ 


rezultat, [B 9). AM Ф 


Teorema 3 NC esa Dacá'exist o ) füncjie Liapunov 


slabă dar astfel incit V(x) nu este identic nulă pe orice traiectorie ne- 

banală a sistemului A. atunci puncta de echilibru x — 0 este asimp- 

totic stabil. `- 4 

` Întrucit me кй, directá Liapunov пая in principiu numai con- 
NS stabilitate sau stabilitate asimptoticá, inseamná cá 


rezulta Am C teoremele 7—3 sint valabile numai „pentru о regiune a 
| planálér VM Cu. alte cuvinte respectivele rezultate Sînt rezultate 
de Vu Me sau. de stabilitate asimptotică în mic. "I 


unde ai 'este unghiul dintre Yegtorul 


< 0. Conform relației (3.2), în care - | 

А 3g d y y eque "E 
Ses [ET 
| 0x1]... VOXs, А 


. Fig. 111.26. Interpretarea gcometrică a de nivel constant în punctul P si : 


на 3 3. Dacă o regiune X,,. din spaţiul silio definită prin 


V(x) < constant, unde V(x) este o funcție Liapunov tare, este inchisă 


= și mărginită atunci Xs este o regiune de stabilitate зарона in 


spatiul stárilor. 
`` Este evident cá determinarea. “unei regiuni de stabilitate asimptoticá 


X 


Xa depinde de alegerea ашы V(x), urmind ca . pentru funcții Lia- . 


: punov tari "diede sá se obțină. X ва diferte În aceste condiţii se poate 
da o formă echivalentă “definiției 4 de la 1.42. 3 


Definiha 4. Dacă x = 0 este un "punct de echilibru asimptotic st: 
bil al sistemului (3.1) atunci mulțimea X, а tuturor stărilor. inițiale хо. 
pentru care traiectoriile corespunzătoare converg către origine pentru 
£— oo se numește mulțimea de atracție a sistemului (3.1), коер 
zătoare punctului de echilibru x = 0. 

Regiunile de stabilitate asimptoticá X,, sint părți ale “mulţimii: 
de atracţie X,. Determinarea mulțimii de atracţie sau a unor párt 
ale ei are o importanță practică deosebită, deoarece în acest felese рої: 
preciza limitele funcționării” normale ale unui sistem. Problem 
sine este relativ complexă, deoarece presupune construcția unei 
Liapunov tari în condiţiile în care definiția 2 nu prëciseaza. y 
„cedeu pentru o astfel de constructie. | *: 
„Desigur cá din punct de vedere practic este de dorit = А" 
respectiv са starea. de echilibru: să fie global asimptotic Т Pentru 
aceasta este necesară satisfacerea . unei condiţii S еге, după: 
cum fezultá din afirmația următoare. ' % . 


| "su 
- Teorema 4; Punctul de echilibru х= 0al sisteihului " 1) este global 
. asimptotic stabil dacá el este asimptotic vrl ine: există o. funcţ 
Lun cu: proprietatea . | 


i E | i “lim Vía) = 


| : Ile кш 
sequ 31. Se considerá seni 
Ra боз sU к. б-а 
NP DE Pu AT Ap. — xi 
Folosind fuñcția V (5, ая E gp xà +z să se studieze natura „punctului 
de echilibru (0,0) al sistemul 
Vom arăta Ay ste o funcție. Liapunov tare. “Proprietăţile P.s 2° de la. 
- 3.1, І. sint, к ade e. Pentra 4° avem | : 


Nx ж) ` 


: S Ур 00008 — Baf — A — 2:14 а 


{у | 
care este egativ definită. În plus V is x) satisface. 5 аа (3.11). "Așadar punctu Я 
ае echilibru' este global asimptotic stabil. 


dr 


(27, + 2,30) în + ats + da) Җ = 


` În lipsa unor: condiții necesare, si. suficiente de stabilitate sau de 
stabilitate asimptotică sint deosebit de utile in каркар: si rezulta 
de teta bilitate, [L3], [C6], [B10]. E 


originta in care V(x).ia valori negative in unele punc! 


"Teorema. 5 (Liapunov). Fie ò funcţie V(x) cu V(0) = 0. şi cu deri- 


. vatele parţiale de ordinul întîi continue. Dacă există o vecinătate, care 
„conţine otiginea, în care V(x) -éste pozitiv definită: si V (xy (pentru sis- 


temul (3.11)) este pozitiv definită atunci punctul de echilibru х= 0 al 
sistemului este, instabil. 


' Teorema 6 (Cetaev). Fiéc o funcţie V(x) cu V(o) = = 0 si cu 1 derivatele 
parțiale de ordinul intii continue. Dacă V(x) = 0 pe frontiera unei 


regiuni X, care are originea ca. punct, de frontieră și dacă V(x) $i f(x) 
(pentru sistemul (3.1)) sint. ambele pozitiv definite in X, atunci pune- 
tul de, echilibru X — 0 al sistemului (3. » este instabil. ob 


Teorema 7. a. Fie o funcție V(x) cu Vo) = = 0 și cu дене раг- 
fiale de ordinul întii continue. Dacă există o vecinăta SN a contine . 
şi dacă V (x) 
(pentru sistemul (3.1)) este: negativ semidefinit&, atunci punctul A 
echilibru x — 0 al sistemului (3.1) nu este ‘asimptotic stabil. | 
b. Dacá V(x х) (pentru sistemul. (3.1)) este dativ, definită atunci 
punctul de echilibru x = 0 al sistemului este instabil. 
c. Раса V(x) si V(x ) (pentru sistemulW(3. 1) sint. ambele. negativ 
definite atunci dem de echilibru KO al sistemului (3. 1) este comi- 
pet: instabil. 


Exemplul 3.2. Se. сорый. у 
К n x? = x3 Ы 
E =.— PLN 


Folosind functia V (az, S sr = E sá se studieze natura punctului de echi- 
libru al sistemului. | 
"Punctul de "i eng | (pste жү = XQ 0. Să observăm mai întîi că există. puncte 


| Într-o vecinătat xs ii pentru care V (лу, лу) < 0, de exemplu pentru x, = 1 şi 
rt 


X, = 0,5. Pe ae lt e V(x,,x,) = (3x = 3x3) à Xi t бж = — 3 (А xo 
pentru ori € R^, cu x, * 0 si х з 0. Conform teoremei 7. b punctul de echi- 


libru est d 


SP Ке 1 ! 
MS Cazul sistémelor dinamice liniare constante 4 


N 


Fi ie un sistem dinamic liniar constant de forma | 
я = Ах; ев, xeR" |. |. (842) — 


in care A este o matrice pătratică. constantă. 


286: 


fa acest caz, după cum se.va vedea imediat, se poate "uti 
funcție Liapunov tare forma pátraticá (v. anexa D). . ^ > : 
| V(x) = х7Рх, xeR, ; (3.13) 

in care P. este o matrice realá simetrică si pozitiv definit ^^ 


Teorema 8. Punctul de echilibru x — 0 al sistemului (3.12) este 
asimptotic stabil dacă si.numai dacă pentru orice matrice Q, reală 
pozitiv definită, soluţia P a ecuaţiei Liapunov. ix pos 


EP. PA— -4b--Q | 
este pozitiv definită. ^ — : 


D. Suficienfa. Dacá Р, solutie a ecuatiei (3. 14), este et def 
nitá (v. anexa D) atunci V(x »- relatia (3. 13), este o ora? ătratică 
, ponti definitá. Pe de altá parte | 


V(x) = T Pa 7 TE NN (Arp + PA) x "s xTQx 


"este o formá pătratică negativ definită. б datat 2 punctul 
„de echilibru este asimptotic stabil. 


Necesitatea. Dacă x = 0 este asimptotic ST atunci matricea 4 
este hurwitzianá (v. definifia 1 de la ps n aceste condiţii matricea 
simetrică si pozitiv definită - 


RE A П СА i 
Р =\ e80 е“ dt | 3.15 
NS Qe | . ` | ( 15) 


NODE A 
este soluția ecuației Lipa? (3.14). | 
АА mE Du 
ye | ! 


m 4 


3.1.4. Stabilitatea , Дь? primá aproximație 
NV 
Rezultatuf Se м precedent constituie un prim pas spre 
| . conturarea) unf procedee de construcție a unei funcții Liapunov. 
ES sistem dinamic de forma . 


# = Ах + gn) deR, хе, | 0 (816) 


"t К. este o  fünctie vectorialà neliniar& (cu termeni Taylor de 
: grad mai mare ca unu), cu g(0) — 0. Se spune cá sistemul (3.12) este 
aproximația liniară a sistemului (3. 16). 

Utilizind funcția (3.13), pe “baza teoremei 2, se obtin următoarele 
rezultate. ` 


ui Oy 


A 2 , | Ў Е : D 
- - Teorema. 9. Punctul dé echilibru х= 0 al sistemului. (3. 16) "este 
asimptotic stabil dacă el "este заро stabil pentru aproximafia 
liniará (3.12). | 
Р D. Fie funcția (3, 13), i in care P este soluția ecuației (3. 14). Derivind · 
in raport cu timpul in (3.13) obținem 
Ё(х) = = Lax: + 37 Pi = (ATP. РА). х + 2g” бүре == 
| == —-х70х + 2g" (x) Px. de 
Întrucît g(x) digne: termeni de grad mai mare sau u egal cu doi: (în 
„cazul unei aproximații polinomiale) rezultă că termenul g?(x )Pz con- 
ține termeni de grad mai mare sau egal cu trei, Acest lucru plicá . 
faptul .că pentru x suficient, de apropiat de ` бйле Y (4) «© 0, ceea се... 
inseamná са V(x) este o funcție Liapunov - tare; ConforniMeoremei 2 
no X —0 este asimptotic stabil pentru (3.16). ES 
ж În, același mod se demonstrează și ară оа ба afittnatie. | 
2 ^ Teorema 10, Punctul de echilibru x = 0 al si {етши (3.16) este. 
instabil dacă el 2 jacta bul eus UIN iniará (3.12). 


: А RY r | 
3. 2. Tehnici de. constructie a unei gen Liapunoy. 


„pătratică ca funcție Liapunov in cázul sistemelor liniare sau in cazul“ 
aproximatiei liniare a unui- oro n acest.ultim caz, dacă matricea A - 
..are valori proprii. simple pe, ах imaginară, си ajutorul aproximaţiei 

liniare nu se poate face mir afirmaţie privitoare la sistemul neliniar. 


E ud : y: (S 
5. -а. vàzüt i in i ultimele două 13 cum se poate. utiliza o j donus 


+ Pentru aplicarea feoremelor*? si 2: trebuie să se ráspundá-mai intii- - 
la. următoarele dou&.i ări ca : 
„19 În ce condiții „există o funcție Liapunov? > 
E "20 Dacă există ө Functie . Liapunov, cum! „poate fi - ex “determinată 
, in scopul Ый nai 1şi 2? - 
. » Un rá prima intrebare; a cárui шшш este. dată în 
184), a Pio" 
S on Dacă punctul de echilibra x = 0 al sistemului. (3. 1). 
үрле stabil și matricea jacobiană: | 


л. ОГ N 


E m 265 S i $ dm... OX, 5 е E N А! А . 
К а у=! С ар Pa а у]. ss €. 
0X1 0%, PME 


EU M 


а funcţiei Хх х) este continuă într-un domeniu x, s Ls atunci există 
ре Xy o funcție. Liapunov {ате pentru: sistemul (3.1). . 

- În legătură cu cea de a doua întrebare vom prezenta în continuare 
citeva metode de construcție. a unei funcţii Liapunov. 


- 3, 2.1. Metoda Krasövski, [К]. 


m 


Fie B o matrice simetrică TM definită, cu elementis reale co 
stante. Cu B si J(z). relaţia (3.17), se construieşte matricea simetric 


_ e MG) = LOB + BIG. Le > 


m ИБ С Ж г. Ду 
a cărei cea mai mare valoare proprie este u(x). qu 
Teorema 12. Dacá existá o matrice B astfel incit u NE c; c » 0; 
pentru orice'x є X, atunci punctul de echilibru x = “sistemului (3.1) 


este asimptotic stabil. Dacă u(x) < — с are loc, „pentru orice xem 
atunci x = 0 este global asimptotic stabil. "P, | 


D.. Părţile reale ale. valorilor proprii ей ане В] (х х). 
prinse între valorile proprii cea mái mică sPcea mai mare ale matricii. 
M(x) (v. teorema 20 de la 11.2,3.2), respéctiv sint mai mici ca —c. Ur- 

' meazá cá "pentru xeX, avem | det 8 (х) 12c"; ceea се inseamn 
că funcția w(x) = | det J (x) | are ол pozitiv « pe Ху. Funcţia 


E pct | "qr SH e xo. 
este pozitiv definitá şi "a | | 


A. 


` 


ss Fa «cr 24) BIG) =?) Маў) 
т. pă NN 
este neg Sen tá. Ca urmare х == 0 este asimptotic, s stabil. 
2 Penth a räta că V(x) — œ pentru || х || œ „pornim de 1 
df = dă > a dx care prin иы conduce la 


dE 

WS 
И f а> (а 

„Aceasta înseamnă. cá pentru || x > to cel putin o component 


a lui f(x) creşte nemărginit, respectiv că V(x) este nemărginită. 
„concluzie x = 0 'este global asimptotic stabil. ` 


Fig. 111.27. Schema bloc structurală a “sistemului. 
automat de la етим. 3.3. 


i Ф 


Б зды M i i 
z= — арф xi | so М, : : 
ч Й T T = Ху 
E ee 
E -f Ж —% dr gm 
„Ce condifiie trebuie să îndeplinească neliniaritátile f, și fa a încît punctul de 
hilibru x, = ха = 0 să fie global asimptotic stabil? . "S S 
Considerind В =1 în 08. 18) ' patem scrie . : i 


" 


Sala) MM -swf 0 25) e R*. | М | | F | + 


“куздеп, aceasta este; 5 um suficientá de stabilitate asimptotică globală а ' 
rii de echilibru. Ea me fi îmbunătățită într-o oarecare: măsură prin alegerea unei . 


ew | Md 
M Méfoda. Ingwerson, из] e g ELS 


SM metodă se bazează tot pe utilizarea pi rii jacobiene (3. 17) . 
чш (3.1) şi constă in parcurgerea următorilor: pași. "os 
1° Se rezolvă есџаја matricealá de tip Liapunov — . i 


JAPA + P() J= 0, (3.20) 


тае Q este o matrice reală, constantă, simetrică i pozitiv (semi)defi- 
tă. . . - : 


„20 Cu ajutorul. т matricii simetrice P(x) se formează ‘о nouă matri 
B(x) ale cărei elemente р, au proprietatea că depind nufnai de. x 
х; "deoarece prin definiție 


Bale х) = Вн(х2, xj) = }фи(0, "ө 0, Xis 0, 9853 0, у, 0, жазу 0), 
ȚEL ah 


unde Bu = Вн sînt elementele matricii P(x). i : 
3? Se formeazá vectorul gradient al func hd scalare V(x ); . deocam- 
dată necunoscută, ale cărui componente sînt 


gx) = [grad V(2)) = $ \ Ради, 5) dx, i in. 2, Е ED 22 


}=1 
Y 


Se stie cá, 152], ип уесїог оагесаге este “gradientul u ua Naci scă 
lare dacă și numai dacă rot Brad V(x) — 0, ceea ce $ echivalent cu 


о. 
Xj, OX, С. 


| Înlocuind 45: 22) in (3. 23) si finind seara ide (3.21) se constată: cá 
` (3.23) este satisfăcută, ^ - NS 

4? Se determină ` V(x) prin integrárea produsului [grad Va) 
pe o curbă oarecare йіп К". Într valoarea, integralei în Qe ca 
nu depinde. de с aleasă, d se e poate scrie 


V(x) = == \, 21( х1, 0 көө e gal X X. 0; 0) ах Led 


0 : 
Ma N = | : 
К OV Nd ck V Sau Же, ine Xn) das. Е 
o M «o WS ue 
y : Ж : 


dinde teoremele Т— 7 in — adecvat și ânume în funcţie de 
sate Am. сате sint definite y x) si v 9). 
gare $ 


Exefiflul 3. 4; Se consideră sistemul 


X177 Ha А 4 
1 х= — ax — а — bă а> 0, b > 0.. 


Sá se construiască o funcție Liapunov з și să se determine natura punctului de echi 
libru x, = x, = 0. 


А 


'in care Q s-a ales pozitiv semidefinit&. ,Solutia corespunzătoare este 


А 


Ecuafia de tip Liapunov. (3.20) are in acest caz forma 


А [i 25, = | [5 E |+ fu 2 ] | „0 i > |= 
„LI —b Pis. Pead (lf. Рә L —2m —a = 


к ' | (соро `o 
B = [] 
| 0 —2Ь 


\ 


t 


ANC ро еа va Hi 


0 1 з 
Conform relaţiei (3. 22) componentele vectorului gradient sînt ex E a 
2 E ё = N Qu + а) ds, = d $ аху . is 
i : 6. , : | | Кы \ 
== 5 ` ора îi | 
© h= ах = Xy : б 
* Q - D E. 


În continuare, cu (3.24), se obține ^ —— : A | б, 


elc ах) ах + iN ža ак; ik Qe oem ; 
0 


Vl, 22) = N 


M 


' care este pozitiv definită într-o regiune X, mei, 'de mică care , confine originea . i 


Întrucît 
i 


Ў (ж, MI = nie Baa = = — b 


"este negativ semidefinità, dar x, — 0 Ne traiectorie a sistemului, сооп teoremei: 3 


punctul de echilibru este Asimptog tabil. 
| : КУ 2 | Pu 
3.2.3. Metoda set вов, DU. fue Wu dy 


N 


\ 


s 


J 


Conform А (1)2, (х) de forma (3.2). trebuie să fie negativ 


| ш ca, w aceste circumstanțe se defineşte 


she | Ta]: anti +: аза + «ne F аја E 
p" m Sa Р(х) = £ |=| ^na + азала Toe F баа (3.25) 
£n d Og1X3 + anz% = ө = алаа | | 


unde ау, sînt funcții de 21, :.., x, $i urmează să se aleagă astfel încît 


să fie satisfácute condiţiile: 


t 


1° V(x) să fie negativ (semi)definită ;. 


292 —— EE 2 КӨЕ 


. : f | ыу uU IN x 
2° grad. V(x) să reprezinte gradientul unei funcții scie: ceea 
este echivalent cu (3.23). í 


3° O dată a,, determinate, respectiv в: cunoscute, se foloseşte. 6. 


pentru determinarea funcției, V(x). "x 
Exemplul 3.5. Se consideră un reactor atomic cu extracție- constantă de puteri 
descris de ecuațiile : : o | ; TE s 
J E pa е a 
Ар — а: 


joo nx 9 Tox xg 
Am —Де® — 1), IT Ж 
unde P(t) = ех) este puterea instantanee; XQ este temperatura, a > ое п’ pat 
cient de temperatură, e >0 este „capacitatea calorică. si т > 0 este nies die a unui. 
neutron. E 


Se.cere să se determine natura punctului de echilibru x = E Й 
Си gy = аца t'aka ȘI ga = ап + азза avem 


E x 1 
„Va = Č antin — Sa “+ a = ns a ot = D) 
Va) т апа — — i DU Ре al EZ 


Leur si se * obține Vos, ^) > 


^ бе aleg dig = ат = “бай = 1 și ап ш 


| дв\ = де» 
дж 0x, 


pentru (5. хъ)є R? si а= — T (en - — 1), PES = Mr care —— = 0/ 
` 1. 8E oa А 


| | 0 
Folosind. acum (424) rezultă — 45V 
а v 


Viry 23) „Р „дс E se pda = =. 2 а= TES E E) E 


о Ex 


саге este pozitiv definită pene А х) € Rt. Сошона teoremei 1 starea de echilibru 
este stabilă, v 
ч LAE EY x7 € a : 
3 ^d vé mulțimi i de atracție — ~ 
M Sici definiţia 4 în | cazul unui dam de ordinul doi „re : 
ааш stărilor frontiera mulțimii de atracție X, este for: 
xs Гота din traiectorii de stare. Într-adevăr, fie T frontiera 
lui X. Pus punct alei si ү o traiectorie сате trece prin P. Evident 
T si y, nu se intersectează deoarece in caz contrar există Q € y astfel 
incit.Q E originea se aflá de părți opuse fatá de Г, ceea ce contrazice 
faptul cá X, este mulțimea de atracție și: Г frontiera ei. De asemenea 
este imposibil са Y să fie tangentă la Г dinspre interior în punctul: 
deoarece, în caz contrar, y nu poate fi continuă în P. În concluzie ү 


` 


este o parte a lui Г. Dacă y este un ciclu limită atunci Г — ү; in cele- 
lalte cazuri T' este un poligon format din traiectorii de stare sau o curbá 
închisă forniată numai din puncte de echilibru. Aceste concluzii rămîn 
“valabile, mutatis mutandis; și în cazul sistemelor de.ordinul n.. 
“După cum s-a mai arătat, părți ale mulțimii de atracție pot fi deter- 
minate си ajutorul unei funcții Liapunov adeevate. 
“Fie V(x) o funcţie pozitiv. definitá intr-o regiune XCR si fie S 
‚ о hipersuprafatá inchisá în întregime conținută in X si cu urmátoarele : 
proprietăţi: 
' 1? originea este- în interiorul lui S; 
2° V(x) = 0 pentru xes; `. ` | 
,. $ pentru x #0 V(x) < 0 dacă x este în interiorul lui x isa >0 
| dacă x este în exteriorul lui 5; 
4? hipersuprafafa V (x ) = c = const., închisă prin ES ЭА, se gä- 
sește în întregime în interiorul lui S. · : 
` Atunci V(x) sc este o submulțime a mulțimii de Acts; de deoarece 
pentru orice punct al ei are loc teorema 2 pentru sișt mul (3.1). - 


Dacă S este constituită în întregime din iectorii de stare ale. 
sistemului (3.1y atunci S este frontiera тш ышы 


Exemplul 3.6. Sa opace sistemul”. | КУ : i ~ 


ia Бы 
ka = rol Xo. 
Se cere să se evalueze multimea sa ЖҮ; atractie. i 
Sistemul are punctele: de езы, ,0у si (1,1). Utilizind partea liniară a sistemului 
se constată că (0 ,0) este. nod st: (1, 1) este şa. Conform teoremei 10 de la 2.2.3, 
gen nu are nici o канон hu în planul stărilor. Traiectoria x, = xy trece: 
г! м :- prin punctele de. echilibru: Întrucât ` 
e | Р (1,1), fig. 111.28, este şa rezultă că ' 
ME mai existá si traiectoriile P'P si P"P care 
converg către P, tangent în. P la separa- 
(20 . foarea xj -boxQ— 2 а părţii liniare, care 
уут reprezintă 'de fapt’. separatoarea portre- 
tului de stare. În conformitate cu cele de 
mai sus, P'P” este frontiera mulţimii 
' de atracție -a sistemului, 


| “Ideile expuse mai sus ай con- · 
x-*132:2 - dus la o metodă de construcție 
АА a 'unei funcţii Liapunov care per- 
mite determinarea exactă a mul- 
`йшш de atracție (эмда Zubov, | 


Fig. HI. 28. Portretul de „stare la “orena 
cop Ré 0c 2 [Z2]. 
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care conține o vecinătate a originii. Rezujtatul următor este o conditie 
suficientă ca XzX, . 


Teorema 13 (Zubov). Fie ДТ gi. Lo dob died scalare cu. urmă 
toarele proprietăți: 


1° V(x) este definită, continuă 51 pozitiv definită pe X si satisfac 
| inegalitatea 0 < V(x) «1 pentru xe X, xz0; ; 


2° W(x) este definită pentru orice x finit, саш și pozitiv definită 
3? Pentru xeX are loc Оу ; qe 


by — (аи ~ л + ТЛ ) 1 4,826 


4? Dacá x (eX şi x tinde la frontiera lui X (sau зр К. 
ginitá [xl oo) atunci V(x )— Т sa 


2 


Atunci X. este. exact mulțimea de: E fe х, Sistemului (3. 1) 


D. Ipotézele 1°—3° asigură stabilitatea asimptotică a punctului. | 
echilibru х = 0. mE аш 9 nouă v independentă. prin 


f ii i y. | 
` ` ds == ГЕТ di, К А 8 E ixl (3.27 


DU rur t» _. | 
unde ds seta jungi elementului 4 Narc de traiectorie, fárá ca aceast 


sá schimbe natura расан ae hilibru x — 0. Din їз so gt "s 27), 


rezultă 
S ЖООК 
адб. Wi) — Va, 


care prin elis la 


А s(t) -" Я 
Sa mal Уч = 1 Убей 859 телее 


‚ Dao to Sex atunci lim х(0) = 0. Dacá n EX, atunci, q W (x(t)) di 

d 0: X Jo z P 
fiind nemiăigiisită, pentru t — со ТАА din: (3. 28) crește. nemăr 
ginit; respectiv. 1.— - Vix(s QUE E Per PP ce. contrazice petens: 1? 
În concluzie X= 
; O consecință inediti a, А 1à T Е Jezultat ca 
` permite determinarea exactă a „mulțimii de atracţie. ' 


< 


“Teorema 14. Fie W(x). in ipotezele, teoremei. 13 9 1a pozitiv défi- i 
Eom xeă, și. .. 3 


[grad Va)? Да) = — W(x) — va JETI 1 F FE GE 6. i 


Atunci frontiera mulțimii de atracție este definită c de e ecuaţia: + 


HN Fidei. 0. DUO ш 
Exemplul 37. Se consideră, sistemul dinamic тия | е pedore 7 
| sl == P + pm he R, d i M i | й . х £C 
зв — 5 i к Cor ali "al 


Se cere să se determine mulțimea” de atracţie a sistemului, 
^ Conform ecuației (3.29), în care ultimul factor din membrul drept uns fi omis 
i ‘dacă soluția sistemului este definită pentru te н. gi pentru Muss 
putem, scrie бо, ; 


E 


: Z, (nva + —— (см) = ET + 4s У (oj. 


Soluţia | aceștei ecuaţii este: B „= d е. 
Vizy AT mm did 2» sey por. + z. 
(S L— kxQx, 
'' > Folosind ecuația (3. 30) se obține Ө 


E Врз = hv (куха) є RP, . | | i 


“a, 


, care este. frontiera mulțimii de arag 


e. Sex 


| n | Ер T | 
3, 2, 5, Aplicaţie: siste i autoniat asimptotic stabil peatru 0. савай 
де а " i 

Se consideră хта automat ncliniar cu structura. din iid ПІ.29, a. - 

‘în care $ 


"3 о G(s) = ES NNNM a7 0, ET "3 Г aal TÉ 
. Ау ( ) = (s? ED as ER b) : 2 » k “A 1) 
» о neliniaritate oarecare cu /(0) = 0. Ne propunem. să deter- 


și 
min us "сопа іе ; pe саге trebuie să le indeplineascá neliniaritatea astfel ` 
incit punctul de echilibru: y = 0 să fie. global asimptotic stabil, 


. Conform schemei bloc: din fig. 111.29, a si funcției de transfer (3. 31) 
си “diferenţială a sistemului are expresia ·· 


й 


а Ben qn "men. m 632) 
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 Intréduchnd: variabilele de stare х= » a = y $i xa = —y 


se obtine : : 
X, % 
X 5 3 
| | Жо = Xa . E А Е: 
Lo | А Xs —g(x)xı — dd ахз, 


7 


dn care ріп `. L 
2 


s-a notat “factorul de amplificare neliniar. 
Vom construi o funcţie Liapunov prin metoda Schultz- 
În conformitate cu (3. 2) şi (3.25), De baza- nie (3. М tem scr r 


* 


` (А 
Pos Xa, js (аил ils 412X2 + ass) ta + аб daia + 
F 41355) Xs + (азіх1 + Lo + С) (а(х) жї — Dita — ахз). 


Alegind 41 = аз, apg == аза și as: = Gay si «сїйї calculele i in expresiă 
de mai sus se obține, кш 


Ven, аа, х) == DE TE (bass sie х8 — (Aaaa — аз) х8 — 
"m | 

— фаз + азв(а) = ап) уба. + bass — dis — — — 
y | (. 


RA i - (arp ats — — dig) as: 


- Pentru. аа în vederea. satisfacerii -condițiilor (3. 23) -s S 
adoptă а. — agí (21) ‚ a= ab, йз == b, аз = @9--5; ana 
433 = 2, astfel cá (3.35 rezultă via ү 
s 3 e т ) | 
KS ж» а) = — Totala) + ай + (I 
E ай pole fi pusă а зи forma: | 
2 
я ы, ram) = — o (ab — зра) EE К | 


ГА 


Se trage concluzia cá Pts х2, xa), este negativ sémidefinità pent 
g (a) < ab. bs | 


4 adoptate: pentru 45, 1, 7. = 1,2,3, avem | 
#1 = let) + D + аха + ъл 
ga ab, + (a? ES b) xa t di | 

ES | ёз = bxy + axa + 2, 

e: satisfac (3.23), astfel că din (3.24) rezultă 


V(z, ta з) = 24 ag) da + И + абла + = (a? + 0) a Bc 
Cop Baa + ахау + % = af r xg(x) ds FU S 1 L May 

| ! S AN m 
UE e "s 


în care x = [za xa xa] şi 


7 


Funcția V(x X, Хз) este pozitiv аай dacă 


(а) >0, ESI xx (з) - 
51 dacă matricea M este, pozitiv finită Utikizînd criteriul Sylvester 
anexa . .D).rezultá că M. pozitiv definită pentru orice a > 0, 


> 0. În! concluzie V(x, Xa 3) este o funcţie Liapunov slabă. 
Examinind (3.36) se A nre că pentru 


Qe Rm) «ah meR С (зу 


Nil ate anula pentru xı = 0 si xs = 0. Íntrucit acestea, 
' (3.33), implică x; = 0, finind seama "de feoremele 3 . 
palin de echilibru xı = x3 = x4 = 0 este. global asimp- 

ЛЕ (3.34), (3. 37) şi (3.38) se trage concluzia. că rezultatul 
ос. pentru orice neliniaritate u = -f0) care satisface condiția. 
у fig. IIL.29, 5, . 


"PA 
vi 


«ab—K, җд#0. . | (3.39) s 


vind. în vedere faptul cá (3.39) este o condiţie suficientă se pune 
ebarea. dacă se pot găsi condiții mai bune decit aceasta. Un rezultat 


b *- 


Fig. IIL29. a — Structura, sistemului automat neliniar 
so ' pentru abordarea stabilității absolute ; 


` MT. | . "b-  Neliniaritatea de tip sector [0, K]. M 
: " : N 


remarcabil în “legătură cu condiția de sector (3.39) se e ne in cazi 
in care Дх) este liniară, adică in fig. 111.29, a Bii 


П 


| | и = Ву, k = const. О | 
Tinind seama, de (3. 31).ecuatia polilor ыш automat este. 
past bs + 9%. 


i Aglicind criteriul Hurwitz (teorema de la IL |. 1. 2). se obtine condi 
tia necesară 9 suficientă de ш dsumptotios 


0 E K. | | 
sitas. sectorul (0, A^ Бад. 29, b, este ай iint. in car 
“sistemul automat Mar asimptotic чаш; motiv pentru care . 


mai numeşte și sectorul! fruit. 
Concluzia acestei a Каш este са dacă decta adoptat pentru f(x 
este mai mare decit te torul” Hurwitz atunci, în mod sigur, stabilitatea: 


asimptotică gl gipbal сааи de echilibru nu mai are loc pentru orice 
DET MS ector: (ea poate avea loc eventual pentru anumite 
nini P că condiția (3.39) are loc numai pentru |xi| < суб > 

nu se ii ace afirmaţii privitoare la stabilitatea asimptotică loial 


darog polo btine. rezultate de stabilitate asimptoticá in mic. 
aU y os : 


8.8. Stabilitatea dicun e 


Din punctul de sedere al aplicaţiilor ne interesează, mai ales în 
rezolvarea unor probleme de proiectare, determinarea unor condit 
de аи asimptoticá globali pentru o clasă largă de neliniarităţ 


w 


4 s 


O astfel de clasă de neliniaritáti, semnificativă pentru aplicaţii, naturală 
din punct de vedere conceptual (punctul de plecare a fost comjectura 
lyi Aizerman, [A6] ; v. şi 3.3.4) şi deosebit: de productivă in planul rezul- 
tatelor de. stabilitate, este - & 


E Cte, m ={/е@°; 0< fo) ) «KE, yrs K0, (6.40) 
y ; 


unde C^ este mulţimea funcţiilor scálare reale, botine pe porţiuni. 
Se spune că neliniaritáfile. din „Со, x satisfac condiția de sector [0, К], 
fig. III.29, b. А 
În afara clasei Се, xj Se mai definesc, in mod asemănători și pentru 
. motive care vor fi clarificate în cele ce urmează, și clasele: Cr unde 
є> 0 este un număr arbitrar de mic, Со, ку'9і Co, +o ©, | 
- Clasele de neliniaritá(i definite mai sus si-necesitatea "1 sistemul 
automat cu schema bloc structurală din fig. 111.29, a, їп бате G(s) este 
` Чапса de transfer a părții liniare, să se caracterizeze soluția y = O : 
'.- global asimptotic stabilă au condus la. formularea тш din deli 
'niția următoare. 
Definiția 5. Sistemul autómat cu structura Фи fig. 111.29, a se nar 
meste absolut stabil dacă soluţia у = 0 este global asimptotic stabilă 
E pentru orice e f e Co, K] (Cie, xj ČCo,K) sau Core). . - 


3.3.1. Problema lui Lurie | NM 


; i bá 

O abordare clasică in spiritul defémijiei 5 a fost problema lui Lurie,- 

[L 4], саге a avut la origine о problemă de proiectare din domeniul 

aviaţiei. Pe scurt această problemă a -constat în următoarele, | 

. Fie (А,ф,с) o realizezi inimală (de ordinul .7) a funcţiei G(s), 
. frac(ie rațională cu grad&d" numitorului mai mare ca gradul numárá- 

torului (aceasta inseamii' că perechea (А, 5) este complet controlabilá, - 
perechea (4, c) este, complet observabilă: şi: G(s) = c(/s — Ау). În 


aceste condiţii, c fig. 111.29, a, ečuațiile sistemului autómat sînt 
NS Se = aro teR,, хек", , е 
ms «e № yc - yeR, ` (3.41): 
desc KS u= fiy) eR, 
în c Feste o funcție continuă situată în sectorul (0, E o). 


Uti izindu-se о functie Liapunov de forma. ^ ,: 
V(x, y) = x" Ps a foh» .. (зу 


in баке P este o matrice cală pozitiv definită; se pot demonstra urmă- 
toarele rezultate. 


A 


300. 


M. Teorema 15; о conditie acum si suficientă - ca (х, у); азос 
sistemului (3.41), cu A matrice hurwitziană și f funcţie continuă situa: 
în sectorul (0, + oo) să fie o funcție Liapunov tare este ca: 


коше as(n- Le. e Q? (в- re) 
| T" P "2^ 
| | unde Q= —(PA + АТР) este о matrice. realá „pozitiv definită. “ 


E: 
X 
+% 


Teorema 16. Dacă matricea A estè hurvitziană, V f(y) dy este Hi 
= 0 
vergentá si inegalitatea (3.43) este satisfăcută atunci, sistemul ( 3.41 
este absolut stabil. y^ 
Chestiunea care trebuia efectiv resclvali era aceea, a de erminării 
“elementelor matricii linie с, de reacție după starea. pari iniare, care 
asigură stabilitatea absolută a sistemului automat. O eos vare riguroas 
este posibilá prin utilizarea transformárilor canonice rie-Letov, [C: 
‚ О cale mai simplă pentru obtinerea unei solutii coâstă i in a fixa pentrü. 
produsul cb o anumită valoare 7 > 0, adică cb e y, $i a adopta facto 
rizarea Q = RTR, unde К este o matrice raticá пезіпе Шага. 
I aceste condnds inecuafia (3. 43) admite. sol 


К Е " ` E eo MP e nf a 


in care v » este un vector arbitrar, S 070 <L 0€ 


ES 3. 3.2. Criteriul Popov ` Qu d 


“fa prima sa formă, аеш Popov, [P 4, a ldat o rezolvare. total 
diferită, și anume in o frecvențelor, a problemei lui Lurie si 
totodată în КАТ а1 largi, în sensul cá G(s) poate avea un pol în: 
origirie,. re up za sh fiind situaţi in Re s'< 0. Ulterior domeniul: d 
aplicabili rgit $ anume pentru neliniaritá ti din Cr, кр, Сте, x; ete 
si mure хаба de poli in origine, stabilindu-se cónexiuni cu metod ; 


ee T nov. 

. . Fie Sistemul automat “neliniar cu schema bloc нн din 
fig. ШЗ, a în care funcţia de transfer a subsistemului liniar, de star 
complet controlabilă F complet observabilă, are formà 


N os TE 1 bas” A 
‚ EE S*^ 425—4 o + 45 + 1 


D 


Cei ei a, b, sint numere e «= 0,1,2,. E acd A >т. 
Coeficientul de amplificare s-a “considerat 1, urinind ca factorul de ampli- 
"ficare al buclei să fie luat in considerare in neliniaritatea f(y). - îi 
Din punctul de vedere al distribuției polilor lui G(s) i in E complex 

se disting urmátoarele douá cazuri. 


a) Cazul principal: toti polii lui ets sint situati in semiplanul - 
Res «0. B 
b) Cazul critic: cel puțin; un T se aflá pe axa imaginará Re s — 0, 
iai restul polilor sint situaţi in semiplanul Re s < 0. . ^ 
Rațiunea acestei distincţii își are originea în modul în care a fost 
definită clasa de neliniaritáti Cro, к}. Este.evident că dacă sectorul ad ptat 
este. [0, K] atunci este posibil să se aleagă f(y) = 0, ceea ce în nă 
că „sistemul -din fig. 11.29, à este deschis, ? funcționalitatea fiindu-i 2 
asiguratá numai de partea liniară. În cazul critic partea linia афи poate · 
fi asimptotic stabilá si са urmare nu se poate pune problema dicitis 
; absolute in cazul sectorului [0, К]. Pentru eliminarea o 
" în cazul critic se va avea in vedere clasa йе epa (s, kj, unde c2 0 
este arbitrar de mic. Abordarea in acest mod a c Мае critic implicá 
necesitatea asigurárii stabilitátii asimptotice nie: ale пише cazul 
i Jf) = ey (cazul liniar), си e> 0 arbitrar d i : 


„ Definiția 6. Sistemul automat neliniar cu ina bloc din fig. 11.29, а, . 
„cu G(s) în cazul critic gi f(y) = ey, se ae e-stabil dacá el este asimp- 
totic stabil pentru e > 0 arbitrar de. i 


Pentru cazurile uzuale (а = 1, NS ţie ca sistemul automat 
„си structura din fig. 111.29, a să P at sint ușor de realizat. 
Dacă « = 1 locul de transfer 6 ) începe, pentru o = +0, la — co 


şi pentru- e > 0 arbitrar. de punctul ( — 1, j0) rámine in afară si la 
stinga locului de transfer a orm: pm 7 de la .11.3.2.1, sistemul 
automat este e-stabil.. X" - | 

- Dacă а = 2, pentru = j jo din. B 44) rezultă 


e ЖЕ bot — ...) + jbo — bye... 
Bou) --d e a9? + бадо — ...) + jbo — bac? sp Бо? ) ; 
$ (0 — аго? + адай = -.-) jGQie — азо? F azo.. 3! 
X S u n 0 `оагіе mic poate fi aproximatá prin 
Ng- 11 + jào = F'1 + аЬ? + fo(br = = 4 
& КИЕРИ “ө. аа ' 


Este vizibil cá pentru “a > 0 foarte mic avem 


К: 2 
. care 


Re caje —- Im eG(jo) ж — Moves. 


à c. ME Q * ә 


"o3» e | Bm | 


с Pehtrü- ca "ке să fie e-stabil; карга pentru, satisfacer 
ditiilor din teorema 7 de la 11.3.2.1, este necesar și suficient ca 


4 < б. 


. Înainte de а enunta criteriul Popov să justificăm de ce G(s) nu роа ie 
avea poli in semiplanul Re ѕ> 0. 
Dacă G(s) ar avea poli in Re s 0 atunci, pentru Қу) = ey, loc 
rădăcinilor sistemului си 'structura din fig. ПІ.29, a ar avea гат 
in Re s> 0, care, pentru e > 0 arbitrar de mic, nu рої părăsi respectivi 
semiplan. Ca urmare, pentru fe Cie ку nu se poate pune problen 
stabilității absolute a sistemului automat. 0 
qe 


Teorema 17 (Popoy). Fie sistemul automat neliniar cu ues rà din 
fig. 11.29, a, în care G(s) satisface ipotezele specificate, е Cox 

— in cazul principal, în care este posibil și К = + оо; s ae Cie x 
in cazul critic, in care sistemul este e-stabil si K este fit ÎN Atunci si 
temul automat neliniar este absolut stabil: dacá esi g q SCR astfel ї inc 
are loc inegalitateà 
à um и 

кеда + do) Gu) >- — sto 


Pentru m acestei conditi TA de stabilitate abso 
.lutá indicám consultarea lucrárii [P 
În cazul critic pentru К = + ода demonstrat următorul тед 


tat, [А ШИЙ | : 5” 


Гаа 18. Fie sistemul dibus айша cu structura din fig. III. 2 
in care G(s) are un pol i in" igine (а. = 1), restul polilor, fiind în sem 
planul Re s <0 și Је Cs, +). | 

Atunci. sistemul automat neliniar este absolut stabil dacă existi 
geR astfel încît” are loc “inegalitatea 


^ 


МЕ К 
к. з Re [(1 + jga) G()] 20, . o 20. | 
dos a fost extins, [P 5], şi is cazul i in care G(s) « 
Айе И cu timp mort. "s Жз | v 
pus sia 19. Fie- sistemul automat neliniar cu structura 


fig. 11:29, a în care partea liniară este G(s) e-7*, T> 0, cu G(s) in caz 
„principal si f este continuă cu f € Co, к. 
Atunci sistemul automat neliniar este absolut ш „dacă exist 
q > 0 astfel încît are loc inegalitatea (3.46). Я 
Alte rezultate aplicabile sistemelor cu u timp mort se găsesc în [R:2] 


T 


„noțiunii de hiperstabilitate (v. IV.5.1). + 


бо 


Exemplul 3. 8. Se consideră sistemul automat neliniar cu structura din fig. III. 29, a 


cu Je Co, i). Și Pow dol а | . 


E Я i bs +1 


FN 000 G()- a д> 0, b0. 


sast a e TA 


Se cere.sá se studieze dacă sistemul este absolut stabil. : en 
* În acest caz se poate aplica teorema 18. Ín conformitate | cu (3. 47) pritem scie . 


i E 


F Бо? 4 b,— i 235 
m з tat pl] 20, o20. 
E ajo? t. 1 : & Р А 2 


Alegind q2max (0, a; — b,) inegalitatea de mai sus are. loc ME m 


сева се înseamnă, că sistemul considerat este absolut stabil pentru Је С, 
Ё Ex 


„Forma inegalitátilor (3. 46) $i (3.47). а Téadus i in mod n m in:actu- 


alitate noțiunea de funcție real pozitivă (utilizată 'din déceniul. 4 jn te- . 


oria circuitelor electrice); care la rindul ei a contribuit la introducerea 


Definiția 7. Fractia rațională F(s) se занде ' real positiva dd 
5 nu are nici un pol in Re s — 0; xS 


2? polii de pe axa imaginară (atunci єїйа existá) sint simpli şi rezi-. 
duurilé corespunzátoare sint reale si zitive; : 


3° Re F(jo) 20: pentru toți gcn E ZA 


“йена 20. Fie sistemul „^ toma nelinia cu structura din 


fig. 111.29, а in care f mi ойбай şi Є Со, ку. + 


A 


Atunci sistemul auto neliniar 'este absolut stabil dacă a 


фен astfel incit cj x DM ` 


g pro- = HE + 9) G(s) +> 27 (8.48) | 


éste ad ni Bi TEE 


EU demonstraţii diferite al acestei teoreme se găsesc in [S 4] si 
. тез ; 


[W 3]. . E T P 

-În NN icatii este déci necesar.sá i sé vecinas condiţiile D 2° si 3? din 

„definiția 7. Condiţia 3° este asemănătoare cu (3.46) şi (3. 47). Se poate, 

„demonstra că 1? si 2? sint echivalente cu condiţia ca polinomul P(s)-+-0(s) 

să fie hurwitzian, unde F "(s) = Q(s)/P(s); pentru F(s) de forma. (3.48) 

această condiție trebuie să aibă loc: pentru același у pentru care condi- 
fia 3° este” satisfăcută.- 


\ 


. 3.33. Forma grafică a criteriului Popov. | 
ky 4 ер 

Efectuind calculele in membrul sting al inegalitatii (3.46). peni 

E == Re Св) + jIm G(jo) se obţine - 


rem Т. Re Go) — qo Tm Glja)> — E- (00 649) 
Introducind. variabilele db dE. Е Р js AN E. 
. v —ReG(jo, w-—oeImG(je) 20, - (3.50). 
se defineşte hodograful ^^. Bo T on | | д. 
|“ 6G,(jo) = ReG(jo) + jo Im G(jo), o0, S 51) 
numit Jocul “Popov; și dreapta ИРС 7 AO i 
| и СЕЕ quc 0, .. ^ ^ (8.52). 
numită dreaptă Pipo: z | p M EB 


Daga inegalitatea e 49) are loc atunci cu а (330) ea devine 


v= gw + NS a p (53) 


` 


„ -Dreapta Popor are panta 1 " si gi: —1/K, 0) si (0,17Kq) 
fig. 111.30. Punctele din planul (v, % tuate la: mi dreptei Popov: 
satisfac inegalitatea (3.53). 

Pentru verificarea je i a incite (3. 49) se procedează în modu 
următor: se trasează în pl MO , W) locul Popov (3.51) și în puneti 
(—1/K, 0) se trasează o ud "La 
Popov de pantă 1/g astfelaleasá. | ; 
incit locul Popov să ihe Ш in in- 
tregime la dreapta’ fig. III.30; 

. dacá si cele rs m din £e0- 
тета 17 Sfácute atunci 
sistemul mát neliniar consi- 
derat | аи stabil. 
Aet evident că “punctul 
(—1/К “fiind dat pot exista o 
infinitate de drepte Popov pentru 
care locul Popov rámine complet 
la dreapta lor, Dacă nu există о: | 
dreaptá Popov, respectiv nu există, Fig. III. 30. “Forma grafică a criteriul 
nici-un ge R, astfel .încît locul „Popov, ; 


" 


е 


Popoy să rămînă in întregime la dreapta, 
teorema 17 nu se poate aplica, dar aceasta 
nu implică faptul .că sistemul automat 
neliniar. considerat nu poate fi absolut 

_stabil (condiţia (3. 49) nu este și necesară). 


` Exemplul 3.9. Se consideră sistemul automat 
neliniar cu structura din fig. III.29, a în care 


Је Сүе1,5] $i .' 
CAE -1/2 4 2 
=0 1 | 
| С) = m . 
: ` эё +s + 2): E 
Fig. 111.31. Aplicarea criteriului . . NI 
Pop ov la EE lul 3.9. „ Se cere să se afle dacă, sistemul ese absolut 


stabil. 
“în conformitate cu (3.50) si (3. 51) locul Popov este descris de d parametrice: 


1 


v = — Ш == 


А — 2 
(o? — 2)? + о, в -— a + ia 
Eliminînd оё == 2 — шјо între aceste ecuaţii se m 


XS 3 
ad a : ] 


'care reprezintă ecuaţia unei elipse cu M in punctul (— —2[", —1[7), сп аха mare ^ 


rotită cu 37/8 care trece prin punctele. (0,0)'si (— 1/2. 0), fig. IIL31. In aceste condiții 
prin punctul (— 1/1,5, 0) se pot duce дф finitate de drepte 'Popov.` Întrucît sistemul 
ене și e-stabil, conform feoremei 17. e mul automat considerat este absolut . stabil. 


Си: ajutorul inegalită ad 46) ) sau | pe cale graficá se poate determina 
valoarea maximă Кра x pentru care dreapta Popov este tangentá 
la locul Popov, fig. ŢII. 

“Aceasta se numește ce critică. Întrucit pentru dreapta critică 
condiția (3 +49) fare loc pentru toți о 20 rezultă cá neliniaritatea se 


poate s ne АК отш [0, Къ) sau [e, Къ), numit sectorul Popov. În cazul: 


-critic. e rut Popov poate fi si [e, Къ], dar numai dacă locul Popov 
orul Popov, este [є, 2), fig. III.31. 


pus R {рш (—1/Kp; 0), [A 7]. în cazul sistemului de la exem- 
ect 


ак de verificare grafică expus mai sus se poate aplica si în ^ 


cazul teoremelor 18—20. În cazul teoremei 18 dreapta Popov trece prin 
originea planului (v, w). În cazul teoremei 20 trebuie să se verifice condi- 
tiile- 1°, 2° si 3? din definiția 7. Condiţia 3° fiind asemănătoare cu (3.46), 


procedura de verificare grafică rămîne în fond aceeași; cu- deosebitea | 


cá dreapta Popov poate fi si tangentá la locul Popov. 


13.3.4. MU Aizerman | | D 


Procedind ca in finalul aplicatiei de la 3.2.5 vom considera fo ) = ky 
Е > 0, adică in fig. 111.29, а и = Ру. Sistemul automat fiind liniar; 
pentru studiul stabilităţii se poate aplica criteriul Hurwitz (teorema 5: 
de la II.1.1.2 sau criteriul Nyquist (teorema 7 de la 11.3.2.1). Tăietur 
hodografului (је), «€ > 0, pe semiaxa reală negativă (așadar pentri 
Im С(јоо) = 0) este kG(juo) = k Re G(joo) = —k&[Kg, unde Къ = 
= —1/Re С(јоо). Avind in vedere ipotezele pe care le satisface G(s) 
aplicind criteriul Nyquist, rezultă cá pentru stabilitatea absolută în 
cazul f(y) = ky «ste necesar si suficient ca —1 < —k[Ky,, res 


` 
M 


Evident constanta Ky définesté sectorul [0, Кы), г aS. [e, Ky) 
numit, in virtutea proprietátilor sale, sectorul Hur P» | 


Avind in vedere modul in саге a fost definit ulti că el poate 
fi pus în evidență si.cu ajutorul locului ERE ntr-adevăr, pentru: 


, * uu І a M Кш (3:54) / 


Im G(j«x) — 0 in (3.51).se obține (јео): (joo) = —1/Kg, ceea: 
‘се înseamnă cá tăietura locului Popov pe,seémiaxa realá are absci 
—1/K,, fig. 111.30. , сї. | 

Dacă sistemul automat neliniar trebüie să fie absolut stabil atunci 
în mod evident, el trebuie să fie absolut stabil și în cazul particular 
f(y) = ky. Se trage concluzia că (3.54) este o conditie necesară de stabi 
litate absolutá, sau cu alte cuyiüte sectorul [0, К) (respectiv [e, K]) 
"nu poate fi nici într-un caz кш are ca sectorul Hurwitz [0, Ky) (res-: 
pectiv (e, Ky); ' 

Pornind de la. faptul ж pentru unéle sisteme automate neliniare + 
cu G(s) de ordin sed Sectorul maxim de stabilitate absolută coincide. 
cu sectorul Hu tz (N sensul sup [0, K] = Ky, respectiv sup [e, K] = 
= Ky), Aiz © А 6], a enunțat următoarea conjectură: 'sectorul. 
maximal dé in ate absolută coincide întotdeauna cu sectorul Hurwitz: 
După Să sa s-abdrátat ulterior, această afirmaţie este adevărată numai 
în unge cum âr fi: G(s) de ordinul doi, de ordinul trei cu cel mult 
unz it, a ordinul patru fără zerouri finite și cu poli complex conj 
gati sufitient de îndepărtați de axa imaginară, de ordin oarecare cu toți 
polii reali negativi si fără zerouri finite. În toate aceste cazuri studiul 
stabilității absolute se poate face cu ajutorul criteriului Nyquist și anume 
în sensul determinării sectorului Hurwitz. Dacă [0, К]<[0, Ky), res- 
pectiv [e, K|c[s, Кы) atunci sistemul automat considerat este absolut . 
stabil. : 


^4 a 


O5 
Exemplul 3.10. Sá se verificeconjectüra Aizerman pentru’ sistemul dela exemplul 3.9. 
. Conform fig. III.3t tăietura locului Popov Ср(јо), respectiv a locului de trans- 
fer G(jc) Р, semiaxa reală negativă are loc în punctul (— 1/2, 0), ceea се -înseamnă 
Kg = 2. Întrucît prin același punct trece și dreapta critică, rezultă Кр = 2. Sectorul 
„Popov: «coincide cu sectorul Hurwitz; se trage concluzia că sectorul Hurwitz este sectorul 
„maxim de. stabilitate absolută, ceea ce implică valabilitatea conjecturii Aizerman. 


3.3.5. Criteriul cercului peN EE. 


O extensie a. criteriul Popov: s-a realizat prin considerarea clasei 
„de funcții ^ m 


E. === ес: C; Ki < Joy $ Ka, y B e 
К, У : S 


unde. К, « Ka sînt două constante reale, pentru care aile formula 
o. definiţie. asemănătoare cu'definfia 5. PE 
Problema stabilității absolute a sistemului mat neliniar cu 
structura din fig. 111.29; a a fost abordată in două moduri. 
Primul constá in transformarea schemei bloe i din fig. III.29, a рип 


introducerea variabilei = | AS . | 
й=— Ку” P ^ (3.55) 
si à neliniarității — , P n X* ag "as 
E р i i 00. ^x ү 3 AY E. ^ : А m 
ZI Јо) 30) - Kw, | (3.56) 
care satisface condiția - NS | x S _ 


| Ге С к-ки su FEC, mx 
"Întrucât |. yj m i 

JS S | Ү(ѕ) = —G(s)U(s),.- : (3.57) 
prin, E n ais (3.55), luată în transformate e Тарас, în HE 57) 


ѕе T 


уб) E U(s), Lu | | 22703.58) . 

unde os de ur d ‚*% "E К 
СЛ MUR | 

e) — tms). (3-59) 


En Fig. 111.32. Structura sistemului automat neliniar $ qe à 
* pentru teorema 21 (criteriul cerculuty: 


În дебе} fel s-a. в un nou sistem automat nelinigr GAY sc aen 
bloc structurală de forma celei din fig. 111.29, а, dar аге partea: 
liniará este (3.59) si partea neliniará are expresia (3.5 A condiția de: 
sector [0, Кз — K,] sàu [e, Ka — Ку]. Pe această całe&problema ‘stabi 
litátii absolute pentru clasa de пешаз Ску, Ww e reduce la apli 
carea teoremelor 17—20. 

Al doilea mod de abordare este legat de «аваг structural: 
în „schema bloc a sistemului automat nelinia 5i anume: pentrü G(s 
se considerá realizarea minimalá de or pe 


5 aqua bu, ig. жє”, (8.60 
У = Сх, , eR, MU : < (361). 


iár reactia neliniară « este de "S fig. III.32, 
ES u = (х) у, | | (3.62) 


unde f(x) este o > funcție scalară de starea x și satisface condiția 


m" Jt <f) «Ky, eR” | : (5 63) * 
Кү 


Teo; e EN "a sistemul automat neliniar cu раса din fig. III. 32. 
їп саг Piri iniará este descrisă de (3.60), (3.61), cu G(s) = c(Is —A) "b, 
şi p liniară este de forma (3.62), cu (3.63). 

Atu Pn automat.neliniar are punctul de echilibru y — o 
global asimptotic stabil dacă funcția 


pe) — EGO) 1 
. Nn iet) те! 1 


* 


este real pozitivă. 


А 


: Foarte interesantă este dona grafică a land 21, care justizică 
de altfel și numele sub care este. cunoscută. | 
Din condiţia 3 a definiției 7; tinind seama de (3: 64), se obține 


K3G(je) + к 
K4G(jo) Td 


înlocuind я mai sus G(je) — x ) + ye(o);, dupá calcule relativ simple, 
rezultă inecuatia 


, Re 


ху 


0, >20: ' (3.65) 


К,Ко(о? + w?) i (Kı + Ka + 120. (3.66) 

Din punct de vedere geometric, în planul (v, w), -— 66) 
reprezintă un disc circular D cu centrul 

CR + Ka)[2K:Kə, j0), "Y (3.67) 


de rază y = (K — Kı)/2K,K2 şi care are ponete S^ Lk, j0) si 
(—1/K,, j0) diametral opuse. : 7 
. Conditia (3. 66) este echivalentá cu aceea ca lo de transfer G(jo), 
« > 0, să rămînă in întregime în exteriorul discülui D dacă КҮК; > 0 
51. să. fie în întregime situat în interiorul. аа: D даса КК, < 0. 
În afară de condiţia 3° mai trebuie să fi&?satisfácute si condițiile 1° 
şi 2 din definiția 7. HK cum s-a arátat, „ae stea pot fi înlocuite cu aceea 


1 


9 
ca polinomul G(s) + x + G(s) + d fie hurtwitzian. iezii ze- 
roürile ETT “polinom coincid à polii fractiei | 


Gh EK. 1 Gi 
Г i А 2Ku Ka 
se розе арса cri d Nyquist 4 porma 6 de la II.3.2.1 i utilizînd tot 
“hodograful опа Ше 1° si 2? din definiția 7 sînt satisfăcute dacă 
' şi numai Часа 1 de transfer G(jc) i incon] oará punctul C, Be (3. 67), 


în оа de GE — m) ori atunci cînd, & crește de la — оа + со, 


КУП: Wsi по sint numerele de poli ai lui G(s) in semiplanul Re s>0 

şi respectiv pe аха Re`s = 0. 
Avind.in vedere toate aceste caracterizări de natură grafică se poate . 

enunfa o formá echivalentă a teoremei 2f. 


. Teorema 22 (criteriul cercului). Fie sistemul automat neliniar cu struc- 
„tura din fig. 111.32, în care partea liniară este descrisă de (3.60), (3.61), 


30. 7 кошт E 


2 


so cu G(s) = c(Is — (AY 1р si avind x, poli in Re $2 0; tsp Jo. p 

- pe Re s = 0, şi partea neliniará este de forma (3.62), cu (3.63). Atunci 
sistemul automat neliniar are punctul de echilibru y—0 global asimptotit 
stabil dacă locul de transfer G(jo) înconjoară centrul discului (3. 66) i 


sens pozitiv de (" + n) ori atunci cînd œ variază de Ја — oo lá +o oo 


și pentru K1K2>0 (КК, <0) „este complet în exteriorul (int stocul), 
discului (3.66). i 


Criteriul cercului TATTA într-un anumit sens, o genie a 
criteriului Nyquist deoarece pentru. K: — К, primul. reproduce parte: 
suficientă а celui de al doilea. 99 


Teorema 22 rámine valabilă si pentru cazul în care funcţia f- depinde 
„A. şi de timp si ea se aplică în special pentru determinarea const Жр кү 

| 51 Kə, care dau o formă concretă condiției (3.63), prin и jn planul 
locului de transfer G(je), dacá este posibil, a unor cerc cu centrul 
pe axa reală astfel incit să fie satisfăcute „condițiile Ka ч 22. i 


Exemplul 3.11. Se consideră un servosistem de poziționare qubtruetura din fig. ш. 32 


1 
; . în care G(s )= ————— cu а >. 0 si neliniaritatea (tradulorul de poziție) se. carac:.. 
Ub an s(s+a) > e i » ҳу І 2 
terizeazá prin sensibilitatea (у 
Ă AP 
. 40. 5) = + egi 3). 
" ba XY 
Funcţia g (y, y), care satisface condiția E am . 
ә E ` 
(7, М1, б. ӯ) є Её, 
40% | 


evidențiază erorile sistematice, саййтаонее si aleatoare pec care le introduce în regim. 
dinamic traductorul de pozi 


Se cere să se ode Ж inó în Planul parametrilor k>0 şi єє Е doain peres 


care y = 0 este м ptotic stabilă. E 
' Locul. Wt fer hes o € Е este reprezentat in fig. III.33. Toate cercurile care 


se pot trasa: x de vertice — 1а? pot avea diametre arbitrar de mari. Asimptot 


însăși. est e diametru infinit, În aceste condiții y = 0 este global asimptotic 
stabil $i (y, y) < а. Această dublă inegalitate este satisfăcută pentru k> i 
și А < а? |, cu [e| < а2, domeniul Р’ în fig: 1.34. 


Pentru cercurile care pot fi tangente la locul de transfer С (јо) diametrele cresc, - 
pe măsură ce centrele lor se îndepărtează de origine, spre stînga. Considerind Кү = 
k — |е] şi К. = Е + |e] si finind seama că 

vla) Reciu) = — А, maj = Im Ge) m - 29 
v (о) = ReG(jo) = — ———: ») = Im ( =- =e 5 
a Pe EE LT E ! 7 s ce(o* + af) c 


Bo 


Fig. III. 33. Aplicarea criteriului cercu- Fig. III. 34., Domeni N parametric "de 


, lui la exemplul 3.11. | у. stabilitate absoluta a exemplul '3.11. 
din (3.66) rezultă. | Yo x i S x 
T : eh cane ee gel weR. 


^ Această, inecuatie este satisfăcută peut КИШ weR dacă si numai dacă В > 
zc*[a? + а%]4. Întrucît de fapt K, < f (y, < Ka; rezultă cá “domeniul corespun- 
zător este b > s?[a? + a?/4, domeniul EC Mig. IIL.34. Soluția căutată este in mod . 


evident D’ u D", fig. ÍII.34, ev 


f "E NS 
AN 


3.3.6. Criteriul” Topo entra sisteme discrete 
A 


Schema Bocs жыйна а, unui sistem automat neliniar ducc are ` 


în princi ns din fig. 111.29, а, in care partea liniară contine struc- 
tural M тщ nt de esantionaré-memorare cu perioada T (v. 1.1.4.8). 
Ca шпаа tea liniară se caracterizează prin funcţia de transfer i în 2 


ET (ifo, d G*(s) = G(2) rs (v. anexa B). 

| iil rezultat care a extins criteriul” Popov la cazul sistemelor 
ае este шшш [Т 2]. * 

Teorema 23 а) Fie sistemul automat neliniar eu. structura 
“din fig. ПІ. 29, a în care partea liniară este descrisă de G* (5), corespun- 
.zătoare funcției de transfer G(s) саге are toti polii în Re s< 0, și f € Соок, 


08312 М Е | E 


Atunci: sistemul automat neliniar este absolut stabil dacă. | 


- са A РА 


Retija > 0, ое P Tb BEN 


гч Este evident că acest rezultat: Gets intr-un anume sens, Sio extindef: 
a criteriului Nyquist | pentru sisteme discrete qu teorema 12.d 
Ла 1.3.4; 1). 


Pentru cazul in care G(s) are poli si in Re s>0 s-a ptit п rezultă 
de. stabilitate absolută, dar pentru, A e Cats, кұ. Condiţia E ш 
(3.68) se € aplică acum funcției | 2 | Eo 

Eia = RE AY 


"^. care se obține exact in acelasi mod i în care a fost ойы к funcția (3. >) е 
~ $i anume” prin” introducerea, variabilei 


so s коки ИГҮ 


i а neliniarității 7 
а пап A | КУ 


D 


` ` În acest fel a fe: Cox) qa K = Nom ra MEE с 
Dacá G(s) nu are policin Re s > 0, K; este posibil să fie arbitrar d 
mic ceea ce înseamnă се poate considera sectorul (0, K) dis sá se aplic 


condiția - тества 3. ui 


` 


" X ^ Е Dx * m - 
$ I GE BP m qu 
CM 
Exem 3. d Se consideră. un servosistem de Бо аде їп сате рагќеа liniară 
б .1 x 
contine шю єп funcția, de transfer G(s) = PEF » cu'a > 0, precedat 
s(s + a) 


de un el lén de eşantionare cu perioada, 7, şi „partea, теынаг& este fe Es (Ky, m В 
. Se cere să, se determine: constantele Ку Ka 

+. După cum'se stie funcția de transfer î în z corespunzătoare lui G(s) este (v. anexa, 

(- — ere T) z 


et e a(z = 1)(z = e-2T).. 7 


i 


' Fig. III.35. Aplicarea crite- 


- din (3.68) se obține ` E 


е Ínlocuind neliniaritatea cu un element liniar de, forma А 
f (y*) == Ry*, sistemul automat liniar se caracterizează 
prin polinomul polilor = 


р Е E 1— e-aT Р 
AQ) = 2 — (: + eT e + e-2T, 
. а | 

Utilizînd 'criteriul Jury-Blanchard (teorema 17 de 


la 11.1.2.3.) se obține condiţia de stabilitate asim- 
ptoticá poU ` 


. il | 24 1 -aT , 
o< k< Kya 54 Ке“), 
Ж; *% Ba 1 — e-aT 
"Se deduce că se. poate adopta K, arbitra Ф, si 
K, < Kg. În aceste condiţii f € C (0,05) Și se poate folosi 
condiția, frecvenjialà (3.68). Putem scrie (^ 
i A 


| w=0: | Pa E G*(jo) = 3 (е) {е | . Е 
а(ёТ® — i dio — e-aT) 


Hodograful corespunzător este reprezentat їп 
fip. IIL35. — NK PEE "d 


E: min Re G*(jo) = ReG* n =0 = 

Lo E Ox;ox р ge Sr А 

2р1 (cos To — e-9T)e-aT ) ` 1-+е-27 КИЛ. 

| 2, 14 eT L 2e-aTcos Zis co==0 2а(1—е-@Т) Кр . 
VAM N É | 


riului . Típkin Ја exem- 
piul 3.12. = 


Íntrucit 


3 1 


oq Кр < Ku- " 


SE 
-:3.4.7. Stabilitateayabsolută pe componente '. · 
“Se "conside нета dinamic descris de ecuația 


y &—f(z), teRp хе", з. (3.69) 


cu pui ia” inițială (40). = хо şi punctul de echilibru х = 0. 


EQ nformitate cu atributele uzuale ale sistemelor dinamice se 
poate afirma că starea x a sistemului (3.69) trebuie să evolueze, de . 
regulă, numai într-o submulțime compactă (închisă și mărginită) 


X С К". О caracterizare in acest sens а sistemelor. dinamice, liniare - 


constante pe baza metodei invarianjei de flux, [P 3—4], a tăcut obiectul 
lucrărilor [V 2—8]. Vom arăta în 'continuare că este posibilă extinderea 
respectivei caracterizări și pentru sistemul neliniar (3.69) [V 13]. 


314 ` 


-Pentru abor darea problèmei de mai sus ȘI pentru prezentar 
tatelor intr-o formá concisá se fac mai intii citeva conventii privitoa 
la notații si se definesc elementele necesare tratării problemei propu 
Fie v = (và și w= (w;) doi vectori din R”, Se notează prin |v | vectorul 
cu componentele || şi prin v<w (v <w) sau prin v>w (v > w) 
inegalitátile v; <w; (v; < 10;) -sau respectiv 9;2Wpr (vj >w), i= f, 
1. Fie. VcR о submultime compactá si fie z — (21, ..., Zn) un anumi 
punct din V. Se noteazá prin & operatorul care fixează ре o: R'"—R 
in ze V de o manierá diagonală, adică. @©:{(0)} = [qa(z1, 02, ::., Va); 
em QU ens бало o Veo so Um), ns Фа(0 «ee Vaca z,)|]. Se mai. notează: 
pu max Ci(o(v)), v € V, vectorul. cu componentele max ei, egi 
QU), 2 d, um ve. Ф 
Fie ү: В, > R” o funcţie diferenţiabilă ' cu иш ene 
y(t) 0, cR у şi hiperintervalul iai de timp qu 


X( = PER"; |v| «v()), te R.. NS (8.70) 
=, Intrucit vom” studia evoluţia stării petu 69) in. X(/) sub 
aspectul stabilității, se impune ca Ү@ să aibă puoprietatea V 

E lim y(t ) = = 0. е? NES 
$ * t>o E К ` р ' 


Definiția 8.. Punctul de echilibru x Фа sistemului (3.69) se пи 
meste asimptotic stabil pe co ponente {й raport cu Ү@) (А5$С+) dacă 
pentru -orice f € R, si pentru, orice 59 ХЦ (to) шшш. шшш 5а 
tisface condiţia | "s E | | ut 

с КЫ (s im. 0 00V өл» 

Ín condiţiile in care пса f din (3.69) ER “condiţiile de 

existență si de md ela L22 și în conformitate cu [P 3| x = 0. 


este ASCy dacă amai dacă X(/f) este invariantá pentru sistemul 
(3.69), ian dacă și numai dacă E ^g D 


NOE lim ja d(v + Aft; v); | X(t)) = 0 | e (3.23 


m ў х) € R} x X(h). Prin d(v; y): s-a notat distanța de la 
veR”. Кы V c К". 


P3 Teorema 24. Punctul d echilibru x = 0 al sistemului (3. 69) este 
ЗВ dacă și numai dacă | | , : 
max [€7* cet. à) - — 1()j «0. 


| 


ES E М . iN 


| - 


. "stemul dinamic (3.69 
‚ж = 0 este ASCY p tru price p2 1. 


: 4816 


РА ^ dw ES 


, 


Jp. "fn virtutea formel particulare a, hiperintervalului (3.70) re- 


„zultăz că (3.73) este echivalentá cu 


= 0 — HO ) «v + А0, v) + hr(h) < 


Y() + Fi) + 170), E (5. 75). | 


pentru orice (t, v) € R} x nd pentru h > 0, suficient de mic, si pen- i 
` -trü anumite funcții 7: "R, — R”, 7: R, — К" şi F: R > к", cu z(h) — 0, 


: r(h) > 0 si 70) — 0 pentru % N 0. il 
Înlocuind v succesiv in (3.75) cu (yilt), vs, ..., 9,), -.. (ш; MEET 

E Yalt), has s Фа), --. , (бе. Ваа, Yalt) Și simplificind prin 40 

rezultă că (3. 75) este echivalentă cu . | x 


ела, 0) (Т0) ^ Sol (3:76) . 


pentru orice | (t, v)e R, x. X(t), in care' semnele care pat pev sif 


pr 


trebuie să coincidă. În aceste ае este єзї ( (3.76) este — 


echivalentă cu . (3.74). Bl 

“Este uşor de observat că Teele (3.72) T4 conditia (3.71), 
poate fi îndeplinită numai dacă punctul de Des 
ptotic stabil. În consecință inegalitatea (3.74) este o condiţie suficientă 


. de stabilitate . asimptotică a punctului x = 04(Mai mult, mulțimea 


Хав = {w ER”; |v] sitax ч x()) 


este una din regiunile de stabilitate аб новой а „punctului de echilibru | 
‚ж = 0 al sistemului (3.69). . 

E Ín acest context, evident, FS poate pune si. „problema stabilității 
 asimplotice globale фе componeute a punctului de echilibru x = 0. Se" 


dintre cele mai simple, aturale' este următoarea. 


pot identifica mai multe esiti de definire consistentă a. ei. Una 
Definiția 9. În A 


e numeşte ASCY. (x= 0 Pate: global ASCy) dacă 


Sistemul dinamic - (3. 69) este. ASCy dacă 1 şi "numai 


теоейй 25 


dacă N Р 
B 
NN N +y : КОШЕ 
AN rand is m sola EE 
SU C NEA - 


Ca si mai sus, este. evident cá (3. т) «dle o. condiție suficientă de 


. stabilitate asimptotică &lobalà a punctului x = 0. 


4, Rezultatul enunțat prin /eorema 25 generalizează. cea ce s-a а obfi- 
nut în Td каў +3] pentru sistemul 


Pda, deR. ze, ‚ -. 207 (8) 


х= 0 este asim- . 


jia 8 se înlocuieşte y(/) cu py(), PE Ši- 


РА 


N 


` relația (2.25). >. 


"pe co оз vom prezenta, în conformitate cu [V 2—3]; o caracteri-: 
^". Zareas 


Teorema 26. (Voicu). "pistemul dinamic (3. Li este T dacă. şi 
numai dacă ` я p E 
max txt y 1()]«0. E (3. өлө 


+ ; 007 af 


Privitor la notația 4 amintim сағеа a fost definită Ла 11.2.1. |, 


„După cum s-a arătât în IV 2—3], €" sistemul (3.79), stábili- 
tatea asimptoticá „pe componente este echivalentă cu Pistas dite | 
nențial asimptotică pe componente. -Definiţiile acestui tip de RE 
E caracterizările corespunzătoare. ale sistemului (3.69) sint ur rele 


Definiția 10. Punctul de echilibru x = O ваї Р; Y add 69) 
numeste EASC (E — exponential) dacă există a >0 | S şi p. а n 
(scalar) astfel incit pentru orice fo € R, şi pentru orice ps cu 1 хо | <=, 
Táspunsul sistemului satisface inegalitatea 

[5@)1<же-—®0-%' t2. К 

Definiţia 11. În definiția 10.se înlocuieşte £u pa, p > 
dinamic (3.69) se numește EASC (х = == 0 este, global. FASÓ dacă x = 0- 
este EASC pentru orice. e21l. | E & $ed 


Teorema 27. Punctul: de «аны = 0 al sistemului (3. 69) este 
E ASC dacă și numai, dacă ' ^ 


max [et esa grene 8 s) 
| HEP NS * E | x "iu iS 


Teorema 28. Sistem diam (3. 69) Sate EASC dacă si i numai 


dacă 


[i 


Pei S aJintroduce în mod natural noţiunea de stabilitate absolută 
ului (3.78) în legătură cu definifia 11. 


Teorema - 29, “Pentru sistemul dinamic @. 78) următoarele coriditii 
sint echjvalente: 
1° Sistemul (3.78) este. EASC ; 
2 Даҳ бе; “ 


— $ sa N + 


А А Pee "EL | 
А 30 < р io Gu — — 5, aula); 
Bx ` š ‚ i d 
. unde a si a, i,j — 1, ..., M, sint elementele lui A si respectiv « com- 
ponere lui &;. Р | 
74° Дә < 0; p^ ow » 
"X 5° —A este. о M-matrice „(definiţia , lui —А ca M-matrice este 
0x4 e. Pens 
6 А este hurwitziană ; А B 
T ÜG(A c (sec; Re s « 0), A S A 
i=1 А i j zu 
unde СА) sînt discurile lui _Gkerșgorin asociate , dpatricii . А, 
‚ (v. П.2.1.1, relaţia (2.20); "T NE «У 
2 8 (DEA, >02 1,. v 
unde А, hint minorii principali dagona ai matri А; 
д° (— Ay *20 (toate elementele sint nenegative). 


Forma de inegalitate a condiției (3,82 2) dügereazá о posibilitate de 
abordare.a problemei тн ee ! dinamice neliniare matri- 
сеје  . j 


&—F js ads xeR5 — 77. (3.83). 


in care F(t, x) este o matricë MS n) continuă și. adecvat mărginită. 
Pentru scopurile noastr, pos lui F(t,x) trebuie înţeleasă 


in sensül urmátor: existá a шш B > 0 (scalar) și o matrice 
constantá 4 astfel uw NM 5 | 
za FC, ву < Д, teR,  |ulse, о>1, (3.84) 


în care 0% T aplică MM coloane a matricii F și inegalitatea între 
“matrici aree e үй fe de iens intre р omoloage de 
element tricilor. — 
Py en aisti, o clasă nevidă Fa de matrici F (t, x) care stifa 
ndăceste condiții sistemul. (3.78) “se numește C- а 


(3. 
Lini д tom ponente | al sistemului (3.83). 


imipa 12. Sistemul dinamic (3. 83) se numește absolut stabil pe 
componente dacă el este EASC pentru.erice F efa i 
Teorema 30. Sistemul dinamic (3. 83) este absolut stabil. pe cóm- 
ponente dacă si numai dacă тшегш liniar pe оше 
(3.78) este EASC. ` | 


^ 318 Р "E" у Ж . | : " 


i 


D. Suficienja. Se: observă : mai. inti. „că pentru. лев, 
21 „Şi Fe Sa putem scrie . E - 


er Uer po e-) E «er Pe, et 78а} ==: 
= Чг, юе as 


de la teorema 29, se poate scrie. 
x ез“ {+ F(t, роет 8) v} < Aa < + fa 


pentru £z0, lo|<a, p>l si Fesa. Avind in vedere teorem 2: 
(aplicată sistemului (3.83)) si definiția 12 rezultă că sistemul, 


este absolut stabil pe componente. S 3 N 
Necesitatea este evidentă dacă se adoptă F t, х) = A. М 
Pentru o clasă. de sisteme dinamice de forma (3. 8 Nare’ descr 

anumite procese tehnico-economiċe, ecologice, biologi € (farmacocine: 


tice) sau circuite cu tranzistoare, prin aplicarea m dei directe. Lia 
punov, Siljak а studiat stabilitatea asimptotică cobectivá, [S 5]. Defi 
nind clasa de matrici Ma pentru care F(t, x). A, te R, хек", 
` [S 5] se dă o caracterizare a-sistemului (3.83) 3 “termenii „stabilității 
exponențial absolute și conective“ NK .cáreia starea sistemul 
„poate fi evaluată prin NS 


а) ТР авес“ е. | (3.86 | 


unde este norma €uclidiănă, APT L0 а de componentel 
- lui а) $10 «sx Bar. În acest4&óntext trebuie să remarcăm că dacă. 
(3.83) este absolut stabil p (componente atunci el este si exponential 
absolut si conectiv stabil гесе evaluarea temporală detaliată (3.80). 
implică evaluarea. (3.86) Си toate acestea clasa Fa este mai larg 
„decît clasa Sa. Р. qustiticareo acestei afirmatii vom examina un. 


exemplu. Ў 2 р 
Exem QM. consideră (3. 83) c cu n=1 şi 4=—1. Pentru F(t, id ce 
avem Fé depârece —e%|x| <0, teR,, «cR, adică Fedo; evident Me nu. 
poate fi о аз pentru care (3.83) este exponențial absolut si conectiv stabil. În: 
Scc М tru «—1 si @=1 avem Ғе$ у deoarece —gelte-t& —1, teR,, р>! 
Real она Cauchy a sistemului 4 = —e2t |x| x este x(£) =2ло[[2.4-|хо|( e2: — e2t, 


t>to>0, Rea satisface condiția |х| < ре (0), 121920, pentru orice es eal. 
| adică sistemul considerat este EASC. 
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А 


Capitolul. IV -© >}; Tehnici de analiză. 
|. | a stabilităţii. | 
- ^  . | sistemeler autómate 
multivariabile | 


га 


К . E 
E 
E Sisteme automate, multivariabile liniare ag 


d capitolele I si III s-au avut în vedere in Фа rând sistérile 


acoló se aplică, în anumite condiții, și siste r automate multivaria- 


+ 


automate monovariabile. Metodele de. analiză” a stabilității expuse ... 


bile. Precizám cá prin sisteme. кү. оа ivariabile se înțeleg siste- . 
-miele cu mai.mult de o márime кыз mus mult de un circuit de 
„ reacţie negativă. 

Faptul că astfel de sisteme se î m tot mai {гөёўеп < їп. беа 


‚ inginereascá si că metodele de analiză si de sinteză. dezvoltate pentru . 
sistemele automate monovariabil& nu conduc intotdeauna la rezultatele : 


«scontate sau nu se pot aplic formele lor origináre a avut ca urmare 


^. . elaborarea unor. metode es ifice 'sistemelor. automate. multivariábile. 


B К 239 * urs i 3 | Hn d 


- Ca. exemple de: er 
toarele: 

— Reglarea au "t. a unui bloc turbină-generator sincron Enos 
-fionind in qe lar, situaţie” in care se reglează frecvenţa. si ten- 
siunea. 


tomate multivariabile se pot. ашп ürmá- 


e ou a unui generator de abur, În acest caz este 
( spres n sistem cu un numár mare de márimi reglate $i de reacţii. 
“mărimi reglate sint : debitul de combustibil, debitul de” aer 
, depresiunea i in focar, conținutul de oxid de carbon in gazele 
arse /Aivelul apei în tambur si presiunea aburului produs. ` 
— Reglarea 'automată a unei coloane de distilare, situaţie în care, 
obișnuit, se „reglează nivelul si temperatura unui fluid. 
eem Climatizarea automată in spatii de locuit sau in spaţii în care 


„se aplică tehnologii speciale. În acest caz se reglează, temperatura și | 


timiditatea aerului. ; 


4 


Pentru ‘а “putea aprecia cople Ака problemelor care se; 
_ reglarea automată -a unor sisteme multivariabile - “vom examina. u 
exemplu simplu. - | | 
a ` У 

Exemplul 1.1. ` Sẹ consideră sistemul cu schema funcțional- tehnologică din` fig. TV. 1, 

- care se. folosește pentru a realiza amestecul a două lichide miscibile. Se presupune: 
., temperaturile lor, Ө, şi 0, sint constante, cu Ө, <.0,, Debitele q, si дь pot fi modificat 
prin ventilele V, si V,, respectiv prin mărimile corespunzătoare de comandă vj si v 

. . Márimile reglate ale sistemului sint temperatura Ө si debitul д ale amestecului de fluid 


„Evident, această reglare poate avea loc numai prin-comenzile "i si ve pe baza măsurăr 
adecvate a mărimilor Ө si q; 


A0, m hs Avis + ha Avas 
" . D . J 
А = — ky Ду, + Раз Avan, > 


unde Ау > 0, i j —,1,..., 4, si indicele s pune in evidenţă faptul că qtiae de mai: sus”? 
se referă la regimul staționar. | . 

Comportarea în regim dinamic a a sistemului diferă de cea co unzătoare! regimul 

' staționar. Variaţiile Av, şi Ava îşi manifestă efectul asupra lui ДӨ cu anumite intirzie 

caracterizate prin constantele de timp Т}, și Ту. Asupra Aq variațiile, Av, şi” Av, 

nu se manifestă cu intirziere atita timp сіє fluidele în cánzá sint incompresibile.: ;Î 

aceste condiții, їп transformate TENE sistemul condiderat este descris de ecuaţii 


`ДӨ(5) = E para ana (s) 


+ | И 15; 
: AQ(s) = ~ka Av, d E AVs(s). t 


Schema bloc structurală a sistemu pss reprezentată in fig. IV. 1, b (iima conex 
unile trasate cu linie, continuă). SU è rezultă cu evidență din această schemă este: 


Fig. IV. 1. Sistem pentru 'amestecarea, a două lichide: 


А а — schema funcțional- tehnologică: V,, V, — ventile; TC — termometru ; D — diafragmă; 
Ж b — schema blcc'structuralá a sistemului cu reglare automată de temperatură. şi de debit. 


И à 


RI 
` 


Y 


faptul că Av, şi Ava influențează sista mărimile reglate AG şi Ag. Acest fapt se 
datorește, cuplajului intern al sistemului. 

Conform schemei din fig. IV. 1, b, Gm(s) este regulatorul. de temperatură si Gral) 
este regulatorul de debit. Pentru A6 > 0 primul regulator determină răcirea amestecului 
de lichide prin creșterea debitului q, al lichidului mai rece, iar pentru Ag > 0 cel de al 

.doilea regulator. determină reducerea debitului q; al lichidului mai cald. Este foarte 
clar că cele; două regulatoare nu pot acționa independent. Orice variaţii, atît ale tem- 
` peraturii Ө cit și ale debitului q, atrag după sine acționarea ambelor regulatoare datorită 
cuplajului intern al sistemului. | . 

n ГА 


1.1. Tehnici de localizare „a polilor 


. Мо, бу ы m | | qe 
1.1.1. Determinantul caracteristic i | , ы” | 
| ch 
Schema bloc structurală daia a он sistem jmat multi- 


variabil are forma din fig. IV.2, în care G,(s) este m ea de transfer 
a părţii fixate (elementele de execuţie, EUM zz și traduc- 
toarele) si G y este matricea de transfer a ics relor кшш: 
acestor matrici sint fracții rationale... 


Conform fig. IV.2 ecuaţiile care descriu "a sistéiiului sînt 


Y()-6 «E p (1.1) 


Wt) = бб). am E 


cS vo) «i-re 2 v (3) 


“în care и, y, ve R” gi 10 s imensiuni arbitrare și matricele G a(s ) D 
 G,(s) au dimensiuni ade 


„Relaţia intrare-ieşiresde obţine eliminind U(s ) si W(s 5 între ecua- 
© {ше (1.1)— К 3). Ар scrie succesiv so MES 


30 - G,(S)6s(s) [V(5) — Y); j^ na 
Pie oua Guo ro. 20 04 


. in. care І, este matricea unitate 
de ordinul. m. i 
Din (1.4) rezultă ; 


| Y() = Gols) V (s), (1.5) 
in care s-a notat cu | 


\ 


Fig. IV.2. Schemă bloc structurală a unui Е 
^. sistem automat multivariabil. | Gls) = [Ig + G(s);!G(s) (1.6) 


matricea de! transfer a sistemului automat, iar în (1.6). 
G(s) = бә()ба() © 


este matricea de transfer a sistemului deschis. 
Precizăm că la explicitarea lui Y (s) din ecuația (1. 4) s-a presupus 


F(s) = det [Za + С(5)) #0, sec, ^ 


“ fapt care asigură existenţa inversei (1, + G(s)? pentru sec excep 
zerourile lui F(s). 

Fie Р,(ѕ) numitorul comun al tuturor minorilor matricii сыз 
Conform celor. arătate la 1.6.4.1, Po(s) este polinomul polilor siste 
automat. În legătură cu stabilitatea. IMEM, pe baza i [i 
teoremei 2 de la IL.1.1 se poate formula urmátorul rezultat. 


; Teorema 1. Sistemul automat multivariabil cu structur. A. IN 
este stabil IMEM dacă şi numai dacă иш i S 
witzian. 


Exemplul. 1.2. Pentru sistemu de la exemplul 1. T se dau hu А = 2, ky = kss ғ 
Т, = 2, Т, = 191. Grils) = —, Gp (s) = b, cu a > 031 b SÉ Se cere să se determine 


în planul parametrilor a, b domenini de stabilitate IMEMO 
Conform schemei din fig. IV.1, b şi relaţiei б avem 


" i — a 2b 
noc 12 i 
| EX. NEP. um BsF- shl 
RR н rat rn sei. 
i Ne : 
as has G mals). | а b 
А ә ХУ Я 
În continuare, tinind seama d 76), obtinem А 
2a(b + 1) A ^ 2ab uo qÉ 
| 1 [502 "Ust c7 os 
А Gats) = EIR P | : " . j 
E. > 2 
$ Р. M s(s + 1) s(2b.+ 1) 
în саге ~ К СИ ас 
b-t pure т у 2485 PB 
| bd bord 


N а + 1) 0+ 1) 
S ind F(s) in Ge(s) si efectuind calculele se obține- 
1, 2a[(3b + 1)s + 2b + 1) 2bs(2s + 1) 
2(b = sul —a(s--1)(2s- 1) 6025 + 35° + (6a + 1)s + 4a] " 
f TE E doce 
; | 2. 12 br1 bad 


este polinomul polilor sistemului automat. 


în care 


+ 


Matricea Hurwitz asociată polinomului Р-(8) este 


E pm 3 x E E M К € 


i i 1 U 0. 
| a(25 + 1) ,1., 3aæb+a 3 
| Mee d ucc Xo [f 
i : ь + 1 2 5+ 1. | Pr Я : i 
т i2 3 Al : . D]. ug 
: | | o. 9. а + t) 
2g | Ко nas E T 1. 
‚ Conform. teoremei 5 de la. I EE " 24 şi Pining seama de faptul ck а> 0, ip > 0, uda 
de. stabilitate IMEM este E c M 57 . кү nc Е 
3 " pos a) a(l + 1) n E К N) PONE 
(che cux с шз. OA ouem 1 bd. lo 3 OM. 
Жо : ye doe ( их ; + E zi Ap | 
din care se obține 3 {= agb id) - 1) > 0; Peleo! a>0,5>0 acéhdti inegalitate este ` 
b + 


. 
satisfăcută, ceea ce înseamnă cá sistemul considerat este stab EM; Ў 


în afara acestui rezultăt, exemplul considăfat pune: în evidență 


„un fapt remarcabil Si anume: că А zerourile nd ) coincid - сп. zerourile 


lui F(s) deoarece 


PE | А S i 
E s(s + x. s T 1) 


Cuni F(s) se ' calcüleaZi Mr uşor decit Po(S), utilizarea lui F(s) | 


pentru analiza stabilității s pune in той natural. Este ușor de 
verificat cá în cazul sist or automate monovariabile zerourile lui 

F(s) coincid întotdeauna cele ale lui Р,(5). În virtutea acestui fapt F(s), 
se numeste a: rident intrare-iesire al sistemului automat 
multivâriabil: 


Desigur d teb X% ne întrebăm in ce măsură afirmația „zerourile 
lui F(s) c ids idy zerourile lui Ро(ѕ)“ este adevărată in general. Pentru ‹ 


a vedea(c Ee ce relație mai poate exista între F(s (s) si Po(s) se consideră 
i ürmátór PNE e? 


Е m "i 1. 3. Fie un . sistem аташа multivariabil cu 


1 1 
i, x s s—2]|: 
i „Gl = ЕЕС 
| 0 1 | 
5. Bi \ 
324: А 


Se cere.să se determine F is). m Pals) și să E analizeze stabilitatea IMEM 


mului. 
"Avem ` 
| 1 1 5 T 
| 1 
‚ Е) = det i sit 
£C no usc [e dcs 
| 07 1+] ме 


~ D : 5 


Ре de altá parte, confórm: relației (i. 6), putem scrie d: 


Pest 


| ski do тїрї pi: Е. © 
\ E "s—2 15. 0$ —2 ojs +i Go 0862.18 
Gs NGC NEM 
: 0 5+ 1р. o Iv] Po „cn 
ў m 2o e и Terah Eo 
Urmează cá ^ | i MC D ko uoau [0 | 
n | ND = Gi D*(s — 2); ^" 
ceea ce inseamná cá тербитце lui F (s) coincid numai cuo me tre zérpurile dni Pils 


Evident, sistemul considerat nu este stabil IMEM. е nu este hurwitzi 


Pentru a vedea din ce motiv sint: posibil ЕИ puse in evi: 
denfá între кыа zerourilor lui. F(s) i^ PN fana zerourilor lui P 
fie » 
" А uc dq S» cR", 4 eR”, 


= ся m, 


о reprezentăre intrare-stare- dg a sisteinului desi din fig. dV; 
in care 4, B5. C, D sint m aq de dirensiuni adecvate. Еуійепі; 


e c Ls — AJA B + D, i. 


А in саге I, este mE {беа unitate de ordinul и. 
| EZ c emet" bloc structurale: din fig. 1V.2 la ecuațiile 


(1.10) adaugă . ecuația - Sc duda d 
n ; 
"wuw-—7—y. 
E Wa Pr reprezentarea intrare- -staresieşire. a sistemului aut 


mat se nlocuieste (1.12) in (1. 9), (1. 10) după care se elimină y din prim 
folosind-o pe а doua.. . 


După calcule relativ simple se obtin блаўйе ee 
5 x = Aox + Bo, 
И 2M у = Сох + Dov, 


4 =4— Blin # DC, 
Bo = ВІ, — (Im + 0) 0), 2 Е | 
к (a + DC, -—-— (1.15) . 


In care: 


| = (In + D)" D. 
Evident, se presupune că det (Im T D) #0. Ra 
Fie. s Rod 
i A(s) = det (15 — 4) : e .16) 
, polinomul carácteristic al sistemului deschis și C i 
Ы Аз) = det (Ips — Ao) У o. TR 


polinomul caracteristic al sistemului. automat mulis. 


Lema 1,  (Hsu-Chen). Între F(s), A(s) și Ass) КУ relaţia: 
PE E O Му, Боо. 


Fac) AG) s cC 
unde F(o) = det (Im + D) £0. — - e ; 
D. Pe baza relaţiilor (1.8), (1.1 Stem scrie | | 
2005 F(s) = det [Im +, le 1B+ D). (1.19) 


-Utilizind. o formulă a ш g (v. anexa E), (1. Е ponje fi pusă ` 
sub forma | 


© Fácind apoi И de calcul, aga cum se arată mai jos, , ' E 
NS 9 Blat D Is—A4i B 
F =, Ium 2 mom Unt Dy d det ern MEN | 


эў йн determinanților se obține E: 


mac ioa 80а o 1 
0) | ~C ID | 
| т det [в — 4 + Bü. + руз C]'det [Im + D]. (1.20) 


2326 


F(oo у = lim F(s) = det (Im + Dao, 


. din (1. 20) rezultă ийе (1. 18). 
Rezultatul (1.18) evidenţiază legătura care există "nhe valo i 
proprii ale sistemului deschis, valorile proprii ale sistemului. inchi 
zerourile determinantului caracteristic intrare-iesire al sistemului. aut 
mat. Este posibil ca A(s) şi A(s) să aibă zerouri comune si acest fa 
explică de ce unele dintre zerourile lui A(s) nu pot fi în același timp 
zerouri ale lui F(s). Cauzele care determină existența unor zerouri cofüune 
pentru A(s) si Ao(s) sint legate, după cum se va arăta in conti di 
proprietăţile: interne ale ани, „deschis. sii cn 
Š К 


. Lema 2. Toate valorile proprii iale părţilor de Nae 
„și/sau neobservabilă ale sistemului: deschis din fig. gb? sint zerou 
comune ale. pelinoamelor Ao(s) si A(s). 


. D. Utilizind forma 'cánonicá Kalman ( (v. e. 5). conform def 
{Шог (1.16) si. (1.17), obţinem - "a n | 
A(s) = det (Is — Au) det las — А). gels - = аы) det (в — Аа 

Q^ 00108 s (4. 22) 

Ars) = . det(I,s — As) det. Ug Аа. | 

+ В, + D)? саф ( (Ias — As) ён (ls — Ам), ` (1.23 


în care е Аз. Asa 51 Аа sin((ihatricile de evoluţie ale subsistemelor de 
stare necontrolabilá oos neobservabilá, componente ale sistemul 
deschis, ȘI 4s, Ba, Ca sint caue care definesc subsistemul de stare 
complet controla uu de stare complet observabilá. Examinind pol 
noamele ( (1.29) S 23) rezultă evident că toate valorile proprii ali 
-matricilora Aa, o A44, sint in acelasi timp zerouri comune ale poli: 
кү lo (s) şi A(s).  . 
(1.22) si (1. 23) in (1.18) şi + «făcînd simplificärile posibil 
A fază se obține > 


F(s) _ Aw). 
- o Е) Ads) ' 


“т care 


| Aso(s) — det [is = A22 + Ba(lm + руп Cal, 
| М) = ае (Та — Аш)]. 


ro 


Desigur cá nu avem nici un: motiv. să afirmăm că polinoamele As) 

` si, A(s). sint întotdeauna relativ prime între elé, Dupá cum vom aráta 
eu ajutorul unui exemplu este posibil са A(s) si As(s ) sá aibá zerouri 
comune desi subsistemul caracterizat’ prin Аш, В, $1 C, este de stare 
^ “complet controlabilă și 'de stare complet observabilă. 


^ Exemplul 1.4. Fie sistemul -automat multivariabil de la exemplul 13 cu sistemul 
-deschis descris „de: : 


, 


Со, се a po o o fa 1 ор Я 
E d. [— / m : І 
р 42177 0 0 0 Xa + E " 
tos la] loo 2 qe. 
HM TEM " "ES | a 
х M - 8 к | . A y 
| FE { =|, 1 al Ha pater RY 
. І & x5 žad- AV s 
UE „Se cere să se determine As(sh Aso(s) şi F(s). M 


„Маі intii vom observa că sistemul deschis dat prin eciațiile A sus este dé Stam. 
complet controlabilă si de stare complet observabilă M d: € = 3 și rang © = > 3. 
În. aceste condiții avem 


Е з Ass) = A(s) = sa (s "i | | " 
0 0 0] [10 Ya о -n- N 
d 1 А . ИШ : 
Ао о oj—fo ijf av [-[] o.-1 о}, 
; | | od 0 t | 
002 PH 0 —1 2 T 
ST eis Ages) = P= (s+ s-a) со ое ' 
Aşadar " Ae | i tr 
TR уы n = E (s+ (E ; i 
AP she йы" FS ТРИИ 


. Fig. IV. 3. Sistem automat cu “cuplaj intern incomplet 
ii i 1.4). 
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- Pentru a răspunde la ‘întrebarea de ce s = 2 nu se află printre zerourile lui F (s), 
vom reprezenta schema bloc structurală a sistemului automat — fig. 1V.3, a, tinind 
seama de expresia: matricii de transfer a sistemului deschis dàtá la exemplul 1.3. Se 

„remarcă faptul că cuplajul intern este incomplet si că printr-o: transiigurare” simplă se 
ajunge la schema bloc structurală din fig. IV. ЗЬ, in care existá о conexiune intrare- 
ieşire: “printr-un subsistem instabil IMEM. i { 


Faptele prezentate mai sus ne permit sá formulám urinátorul rezul- 
tat privitor la posibilitatea utilizării determinantului caracteristic F(s). 
în analiza stabilității IMEM a sistemelor automate multivariabile. 


Teorema 2. Fie sistemul automat multivariabil cu - structura. din 
fig. IV.2 si cu toate elementele sistemului deschis stabile, IME Gàu ' 
dacă nu toate sint stabile IMEM:atunci toate cele instabile {МЕМ 
contribuie în F (s). Sistemul automat considerat este stabil IMEM dacă 
si numai dacá toate zerourile determinantului MET t sitüate 

| dn semiplanul Re s «0 al penu complex. 


f > ; "n ' л 
112, Criteriul Rosenbrock JJ AN Nu 
Ceea ce este tipic pentru studiul stabilit&tii EMa анало auto- 
mate monovariabile este faptul cá irit E de stabilitate deliberat 
obțirute pentru această categorie de sist Ў permit caracterizarea siste- 
mului inchis.ca stabil sau instabil IMEM, pe baza cunoașterii functiei 
de transfer a'sistemului deschis. Dac Gc cadrul analizei stabilității unui 
sistem automat acest aspect. parea .aofi mái puţin important, pentru sin-. 
teza sistemelor automate (stabi izare, corecție) el este esenţial. Motivul, 
după cum rezultă din An e e la 11.1.1.6, IL1.1.7 si 11.3.3 este acela” 
că stabilizarea unui sistem mat constă în modificarea structurii şi/sau 
parametrilor-unei părți а stemului deschis (în speță a regulatorului). 
Desigur-că, în virtute acestei rațiuni, obținerea unor rezultate de ace- 
lași tip si pentry si si sehe automate multivariabile este pe deplin natu- ` 
rali. Mai mult; S iare [ийги este si posibil dacă avem în vedere" teo- 
rema 2. goo i 


Un Bund care a Les o „perspectivă în sensul generalizării cri- 


tecti o ist! se bazează pe următoarea, „definiţie, [O 1]. 


| Реа 1. (9) matrice oarecare M, pátraticá de ordinul ж, cu ele-.: 
; mentele my, i, j = 1, 2, ..., n, se numeşte с dominantă ре linii 
dacă există un 0,, cu 0 < 8, —1,4—1,2,. jn, astfel incit 


7 та> > У Un : i == і, 2, е. И. $ d (1.27) | 
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1 jim Planul A(S) _ „Fie: &u(s), i, J = 1, 2, ..., m, elemen- 
d E tele matricii G(s). Pentru a utiliza 
“condiţiile (1.27) în” cazul matricii G(s) 
se definesc discurile lui Ghersgorin 
asociate liniilor шапан aue 


Dds) = 1] ec; 


Ms) — «9e «Y " s) |}, sec, 


Fig. IV.4. Interpretarea geometrică hes oM а Н zi o | 
а p (1. 12). a f gm 1, 2,. MW, (1.28) { 
я | . | AU i 
Dacă s parturge un contur зев, y atunci fiecare di (s) se depla- 


seazá in mod corespunzátor in planul A(s), acoperind ža numită „bandă“ 
în respectivul plan. 


i Definiţia 2. Mulţimile Е х 
к M ` Q | i^ odd ` | 
=U Das (s), 1.252, т, (1.29) 
p . з $єүм > I à | i | 
unde үм este conturul Nyquist (v gi 24), se numesc juni Gherggorin 
„asociate liniilor, matricei С (s)... ку 


. Cu aceste elemente отери putem enunfa si demonstra urmă- 
torul rezultat. . : К NS RET ; ' 


Teorema 3 Up Sistemul automat mava cu struc- 
tura din fig. IV.2 éste stabil ІМЕМ dacă sistemul deschis este stabil . 
IMEM sit ile Ghersgorin В,, i = 1,2, ..., m, ale matricii G(s) 


nu incorijoà i inci (—1, j0). 


SIS planul à(s) discul D,(s), fig. IV. 4. Pentru un TIN discul 
Ф o parte а benzii B,. Întrucit banda B, nu iüconjoará punc- 
; “tul (>i, j0) din planul A(s), rezultă cá pentru orice s€ yy discul D,(s) | 
satisface, potat fig. Iv. 4, urmátoarea relatie geometricá E 


qst &u(s)| > b ies pora cq ` (1.30) 


5 


P i = 


ns... ... 


-1 + gu(s) 


| G(s)=]1+ 40) | | 1 T С 
Em (5) | E" CERE 
LI + £mn(5) 1 + Énn(5). i = 


este diagonal dominantă pe linii. 


Fie à(s), 4 = 1, 2, ..., m, valorile proprii ale matricii 66 
`» lui Ghersggorin asociate lui G(s) (pe linii) sînt - 


) ape 


Se tic că (v. IL2.1.1). Кы 
| Pals). л), . sie IUS 


întrucât G(s). este erum p om seii cá discurile Das), 

toate cu centrele în punctul (1 10), au razele subunitare. Dacă D maz(S) 

este discul de rază maximă (re discurile D,, ; = 1,2, ..., m) atun 

A(s) € Dass), ? = 1,2,. pentru. orice se€. Pentru s eu valorile 
proprii à(s), i = 1, 2,. 3 parcurg niște curbe închise care sînt co 

' ţinute toate in Dale) Și Și deci nu înconjoară originea planului A(s): 

Conform princ FA M gumentului (v. IL.3.1) aceasta inseamná cá 


^ arg det gus КУ тоо arg П бо) |, 


o= To. s o=+ oo 


=}. arg А Ge) | 


= —00 . 


E AY айа parte determinantul caracteristic F (s), care, conform 
potecă or prezentei teoreme. si conform teoremei 2, poate fi utiliz 
pentru studiul stabilității IMEM a sistemului automat monovariab 
admite factorizarea де relaţia, (1. 8) EE ^ | 


m 


F(s) — II [1 * r 8и(9)] Н G(s), 


i 


+ 


„ceea ce, {їпїпа seama de (1.34), implică 


NT | Jaco 


о — + o0. ` 
arg Flo) | ___ = arg П EE вабо), QUE det Gjo) |. om 
^o o=+o . - К 
з =: arg |1. + guo] uro d 2o o3. (1.36) 


Íntrucit gal), i= 1,2, ..., т, nu au u poli in semiplanul Re s>0 
$1 benzile B. i= 1, 2, ..., m, nu înconjoară punctul (—1, 0), rezultă cá 


Еб 


arg ОГ = =Ó, i-4,2,.,m? . 96-37) | 
(Q-—— 00 | К ES „n dă 9 às d 
 Înlocuind (1. 37) în q. 36). se obţine, TR, mE is | A E 
Ке ч О ңә 726 7 ow das 
| „are (jo) MR cu qi Е (1. A | 


zx 
' ceea ce înseamnă сё determinantul caracteristic nucate nici poli și nici 
zerouri in semiplanul Re s2 0. Conform. гота, 2 ,sistemul consi- 


derat este stabil IMEM. ko N Е 
poc MY p 
. Exethplul 1.5. Se consideră un sistem automaty ultivariabil cu: 
m 1. a > e UE ө Йй = 
: G(s) = | Su , а, bcR. i 
A QT ` 3 У 


* Se сеге să se determine în mid a, b) domeniile de stabilitate IMEM conform 
teoremelor 2 si 3.” N : 
"Tinind seama de (1.8) Ku scrie 


: рч А 1 т E 5? zs En i | Ey | Foa 
' Ped SE: BELLI s + 9s2 + (2U— ab) + 2T—— ab ` 
FO) = А == i ^ 
AO DEP. 1 | (s 4-1) (sr 3) 
N NNG - t \ | MUR ү 
| CAI s+3 ^ Jjsct2 и. е A 
n нены Hurwitz polinomului de la numárátorul lui Ё (s) (v. teorema 5 de. 
la I n š ; P. F : : 
9 à 1 с 0 N | 
dă la ab 27-а 3p . E ` 
(0 . 0 т-р | 57 ү 
din. care rezultă condiția necesară si suticientă de stabilitate IMEM 5 | т 
a "ab < 27. T а 
Pa 7 Eg ` ` 
y 


C LN a *»* EF S 4 M. 


озен benzilor рок з sint date in fig. IV.6. După cum rezultá Te 
` stratia teoremei 3 condiţia ca benzile Gherșgorin | ale matricii С (s) pentru a: 1 şi b 
să nu înconjoare punctul (— 1, j0) implică (1.30). În cazul de faţă, aceasta, insearin x 


1-1. — A" 
р) li —] v - weR м 
јо -+ 1 jo +3 jo +2 я јо + 3 
de unde rezult& | e M. А | 
: | woman oso MN "T с, 
P CUP al< min еде. "m iuda ама. 
: acm . -o +1 . . . de Ro? + r E 


Ветан corespunzător åcestei soluții este T în aceeași fig. IV.5. б: 


După cum rezultă. și din exemplul 1:5, teorema 3 este o conditi i sufi 
- cientá de stabilitate ІМЕМ, În situaţia in care ipotezele ei n diet inde 
plinite (un caz frecvent este acela: în care G(s) are poli in sine) nu se. 
poate, face nici o afirmație- privitoare la stabilitatea | 


Este ușor de observat cá pentru о. aceeași matrice @ (s) se mai poat 
defini un set de benzi ВГ, i = 1,2, ..., ^, avind ca so) coloanele lù: 
G(s), respectiv considerind matricea С? (s). Întrucît R(s)— det [244-G(s)) 
= det [Im + G?(s)] rezultă cá se poate face К afirmație 

| Теогета 4. Sistemul áutoiat multivar A cu structura din. fig. IV. 
este stabil IMEM dacă sistemul ж iste stabil ІМЕМ și-toate ben 


Fig. IV. 5 Domeniul parametrit de stabilitate 
‚ IMEM la. exemplul 1.5. 


S 


e 
Fig. IV.6. Benzile Ghersgorin лазаты! 4.5. 


i 


zile Ghersgorin . BT, i = 1, 2,..., m, E “matricii G(s) nu înconjoară : 
punctul.(—1, j0). . WV | | : 

. A Faptul cá rezultatul de mai susdárgeste efectiv posibilitățile de apli- 
“ саге a criteriului Rosenbrock segeate vedea utilizindu-l în cazul exemplu- 
lui 1.5. Fárá a mai fi necesare calcule, si anume pe baza simetriei matri-. 


cii G(s) şi a rezultatelor obținute, se trage concluzia cá |а| < 4,47 


şi [b] < 4,56. Aceasta ingeămnă de fapt că |a| < 4,56 şi |b| < 4,56. 
F D R m VR ! * 


| wa 
12. Teba recvenfiale o 
| d AP Foie caracteristice - 


RT X Меша esenţială care trebuie rezolvată pentru generalizarea cri- 
' teriulu? Nyquist este aceea a determinării, pe baza matricii G(s), a acelor 
funcții scalare g(s) care contin informaţii cit mai complete privitoare la 
. stabilitatea . IMEM, așa cum sint ele conţinute de polinomul polilor. - 
Po(s) sau de determinantul caracteristic F(s) (în condițiile, teoremei 2). 
Se. realizează astfel, ca în cazul criteriului Rosenbrock, o comprimare 
“a informaţiei conținute de matricea de transfer G(s). ~ ` 
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Definiţia 3. Funcţiile als), seC, i= 1,2, ..., т, soluţii ale ecuaţiei 
det [4(5) Im —G()) 2-0. ... . 0 (1.39). 


se numesc funcțiile caracteristice ale sistemului deschis, conform schemei 
bloc structurale din fig. IV.2. 


În sens strict ecuaţia (1. 39) nu B altceva decit ecuatia caracteris- 
tică a matricii G(s) si g(s), ? = 1, 2, ..., m, sint valorile ei proprii. In. 
„ virtutea acestui fapt putei scrie at 


det [g(s) Im — G(s)] = n las 5 — a 


a 


Pentru q(s = = ed din rezultatul de mai sus se óbfine -" al 


(0 det i + GG] = (0 Їйї + e se 
Aşadar, conform definiției (1. 8), E | V că 


F(s) = = fiu + a). - 2 22 0 (ду 


ceea ce inseamná cá functiile сагасы "s i= 1,2, ..., т, contin, 
in totalitatea lor, aceleaşi informații са. 9 determinantul caracteris- 
“tic F(s). 
Ín general membrul sting ale (1. 39) poate fi factorizat sub 
forma unui produs de pu pu după cum urmează 


ái (S14 — G(s) fero ) + ан (s) + к + an (1.41) 
NS 


unde 721, Qm iod Е <= 1, MN i= 1,2,..., 7, sint funcţii 
de з. înlocuind (1.41 à (1.39) Teza” că funcțiile caracteristice se pot : 


determina ca Se 1 En ecuaţiilor 


arte gu ang- ls) +... + dg, = 0, p = 1,2,. „р. | (1.42) E 


Ls 
с) = i | 

L25(s + 1 (s + 2) 

Se cere să se determine funcţiile caracteristice ale sistemului. Utilizind (1. 39) se 
obtine ; 


5s —2 Le : 
35—18 5—8 


gs) — o 6-0 6 5) 2o 33512 _ v 
= 1,25(s + 1) (s + 2) ZA t 1) (s + 2f? " 
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. melor automate multivariabile conturul yy este parcurs pe n 


ale. cărei- rădăcini sint .' di sl С. . , 
35 — 5 F. Jui 
CE БЕТ ТЕ AUI SW 
1,25(5 + 1) (s + 2) 


4 


d(s) = (35 — 59 + 2 + 3s'+ 2. 


i 


. 1.2.2.. Criteriul Nyquist generalizat = 
Dupá cum este de asteptat, formulareà unui rezultat de stabilitate 
ІМЕМ prin generalizarea criteriului Nyquist (v. teorema 6 de la II.3.2.1) : 
se bazează pe utilizarea conturului Nyquist yy (v. fig. 11.24), care se 
parcurge in sens orar (negativ). În acest fel domeniul нец o 
(axa imaginară) este parcurs de la — oo la + oc. 
Spre deosebire de cazul sistemelor monovariabile, in сад iste- 
prafete 
Riemann; care sint într-o: strinsă corelație cu екти. ireductibile. | 


„din, (1.41). Trecerea de pe o suprafatá Riemann pe alta ARE c- în дин» 
“de '7amificare s pentru care funcţiile caracteristice qs» 


—41,2,. 

sint egale între ele, respectiv pentru acei s pentru are ecuaţiile: (1. 42) 
au fiecare cite y rădăcini identice. După cum se "ege ecuatie oarecare 
din (1. 42) are exact 7 rádácini identice dacá миша! dacá discrimi- 
nantul ei Was ` 


üt ss... CELA Ў | | 

u ' accetto " à, ү ?—. 

| | dm | ge Td (| linii 
0. U. NS i А 5 pă | 


ET queen d 


"LE eet 2d o аку "o (143) ^ 


к=. 


«а (0—1а: аг | 


л к 


= SS Vas (7 — Tha: ara 
este nul. pen e Eie Srpliticazea scrierii, in (1.43) s-a renuntat la indicele Ё. 
Supraf emann sint suprafeţe plane suprapuse legate în punctele 


- 


| de COP сае prin tăieturi paralele, cu axa reală Sau cu axa imaginară, 


AN lul 1.7. Sk se determine suprafeţele Riemann şi contururile Nyquist pentru. 


. cele douá functii caracteristice de la exemplul 1.6. 


Discriminantul, calculat deja la жнр 1.6, este 
d(s) = 10% — 275+ 27. 


și se anulează pentru: Sua = 1,35 + j. 0,94. ырайы: Riemann corespunzătoare și 
modul în care este parcurs conturul Nyquist sint ;redate în fig. IV. 7, ', pentri cazul în 


t А 
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N 

care tăieturile trec prin punctul de la infinit. 
De fiecare dată cînd se ajunge la o tăietură 
se schimbă si planul în care este situat con- ` 
turul Nyquist. ` 

`~ O altă posibilitate de realizare a tăieturii 
„este aceea de а o,face direct între punctele 
de ramificare. În acest caz nu mai au loc 
schimbări de plan la parcurgerea conturului 
Nyquist :deoarece acesta nu se intersec- І 
tează cu táietura. 


Definiția 4. Hodografele qajo), Suprafata 1 ; 
-œ ER, i = 1, 2,.., т, ale funcțiilor : 
caracteristice ale matricii G(s) con- 
'stituie locul caracteristic (locul Ny- 
quist) al “sistemului. deschis. 

Locul. caracteristic reprezintă o 
generalizare naturală a locului de 
transfer -al sistemului. deschis in 
cazul sistemelor : automate monova- " 
riabile. . . Suprafata 2 


Trasarea locului caradtiristie se à 
face de regulá punct cu punct pe Fig. dV. шг Riemann а exem- — 


baza unor proceduri numerice in plul 1.7. 
care se parcurg următorii cinci разі: : 
.1? Se alege o anumită valoare a P o; ` | Ы 
с Se calculează elementele matíitei G (o); | M 
° Se determină valorile propii qi (je), = 1,2, .., m, ale matri* 
cii a (jo) ; AM 2 = 
4° бе memorează. valoril& l& proprii qi(jo), i= 1,2,. 
5? Se repétá pagii 1? și pentru alte- valori ale ЕА € Si se 


trasează, pe baza unog, Subrutine de. sortare si interpolare, cu linie 


. continuă UN a je), E —12,.,m 


Teorem aS, (Mic Е sisse ае), Fie sistemul automat multi- 
variab idu agr din fig. IV.2, care in circuit deschis are n, poli: 
în Y Ñi Re 5 > 0.51 no poli pe Re s — 0, dar astfel incit toate! 
elementele instabile ІМЕМ contribuie in F(s). Зета. шоны -consi- 
derat este stabil IMEM dacă si numai dacă: | 


1? locul caracteristic al matricei G(s) înconjoară punctul (—1, 10) 
in sens pozitiv de un număr: de n, ori atunci cind œ variază de la — œ. 


la т 
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2? numárul de ramuri ale locului caracteristic care se pem prin 


„punctul de la infinit este egal cu 7o. 


“O altă formă a criteriului Nyquist, generalizat; utilă în cazul i in care 


. matricea de transfer a sistemului deschis este kG(s), unde е В este un : 
parametru (factorul de amplificare), este “următoarea. 


j 


Teorema 6 (Mac Farlane-Postlethwaite). Fie sistemul automat multi-- 


„variabil cu structura din fig. IV.2, care în circuit :deschis, caracterizat ' 


prin АС(5), are n, poli in 'semiplanul Re !s:>"0 și no poli pe Re s — 0; 
dar astfel încît toate elementele instabile IMEM contribuie · ng 8) 
Sistemul automat considerat este stabil IMEM dacá și n dacă: 


19 locul caracteristic corespunzător matricei G(s) inconjod& punctul. 
1 
(= x! jo] in sens. „pozitiv de un număr de n, ori veg œ variază 


(dela — оа Fo; 


2° numărul de ramuri i ale locului — are se inchid prin 
punctul de la infinit este egal cu ño. sÙ 


Exemplul 1.8. Se il alai sistemul automat msg zana c cu structura din fig. IV. 2, 


în care A i 
буз) a н! Gp(s) = а AEN F- 1 s 1 | P 
EE to MS (i2 | -6 s-2] . 


Se cere sá se determine valorile lui pss care sistemul automat este stabil ІМЕМ, 
Folosind (1. 39) pentru, Ё = 1 spite: ecuația 


di- = gy dip RE = 
| Use i) 6-24 1256 Hr rap 


H .. ^ У " ы: 
ale cárei E sint . 4У " 3 . à 


N 


49 У oe dup RET. с: n EDEN d(s)— (s — 15. нА ea 3s4-2)/ - 
. t 

s Жош 4(5) == 0 se obţin -punctele de tamificare - di = 1/24. PLE 
(eBtespunzátoare sint reprezentate in fig. IV. 8. |. 

«ў caracteristic al sistemului deschis, pentru Ё = 1, are forma din fig. IV.9. Întrucât 

E ni sistemului deschis sint situați în Re s < 0, conform teoremei 6, locul carac- 

teristic al sistemului deschis (trasat pentru k = 1) nu trebuie să înconjoare punctul 

critic (- =, 10]. Dacă punctul critic` parċurge întreaga axă real situațiile care se 


_оъйп sint conforme tabelului urmátor, j 
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9i Suprafața 2 


Fig. IV.8. Suprafețele. Riemann la exem-- 
‚Ма 1.8. omis 


Poziţia punctului critic Nr. de înconjurări ale 


punctului critic 
1 М ` Р 
Tese < — 0,8 0 b stabil IMEM 
1 
1 : 
— — = — 0,8 | locul trece prin . 
k .^ f|. punctul o | instabil IMEM 
-08«-c«-04 - SU 125- k« 2,5 | instabil ІМЕМ 
= 1 = 04 ос Ме ргїп В = 2,5 : instabil IMEM 
k ї pp o critic Roy е 
020 Y «NY p. "ES 
— 04«-— QS S 0 2,5« k « + ю | stabil ІМЕМ 
- шы : iN locul trece prin 2d | 
N AU „punctul .critic в = + 0 instabil ІМЕМ 
10 < -4% 0,533, | 2 — оо < В`<—1,875| instabil ІМЕМ 
1 = 0,533 locu] trece ріп | = — 1,875 instabil ІМЕМ 
k ' punctul critic 5 cs 
А 1 - - | 
0,533< Б < +o |, 0 — 1875 < k <0 | stabil ІМЕМ 
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i alor direcționale, [F1], in care: precizia. de pozitionare este, o% 
` esențială. Pentru eliminarea influenței jocului uet d mecanice 


a * | : bou i "i, Vot 

ыз Aplicatie: servomecanism de precizie И 

2€ E s i | i | " : A р * & 

` În cazul орна де poziţionare realizate cu servomotoare 
electrice rotative, între. axul servomotorului* electric. si mecanismul 


poziţionat se linterpurie în mod necesar un reductor mecanic cu roti 


dințate prin care se reduce turatia, cu creşterea corespunzătoare a monien- 


„tului mecanic, util. Este un. fapt bine cunoscut. că jocurile mecanice ale 


reductorülui pot afecta: intr-o bună măsură precizia i pozitionare a 

servomecanišmului, ' 
. Existá aplicații, cum ar fi acţionarea roboților sau u poritionareg nte- 
onditie 


cu roti dințate se pot folosi actionári cu două wi tare lucrează 
în sensuri opuse. În fig. IV.10, g se reprezintă schema A опаа celor 
două ` actionári. "Servomotoarele se caracterizează “р in mómentul dé 


inerție 7 și mecanismul перова рос inerție J- J: Prin inter- 


Fig. IV. 10. a — Schema funcţională a unei acfionári cu 
două servomotoare ; 
b. — + Principiul pretensionării pontu eliminarea jocului. p 


о К я 


1 


* 


«mediul rédüctoarelór niecanice, caracterizate prin: coeficientul de tor’ 
siune elasticá c, coeficientul de frecare viscoasă d.si jocul în angrenaje e, 
cele douá servomotoare acționează în: opoziție. . Eliminarea . efectivă a 


.^ efectului jocului“ se obține prin '.pretensionarea ; reductoarelor..conform 


schemei funcționale din fig. IV.10, b: Comanda actionárilor se face 
prin blocurile neliniare N 1 Şi No care au tocmâi rolul de a fixa valoarea 
cuplului то de pretensionare. Valoarea.. prescrisă Ж. pentru. reglarea 
turatiei se aplică prin blocurile N, $t Nj. La 9 = 0, datorită formei 
caracteristicilor blocurilor N, şi Na, cele două servomotoare sint coman- , 
„date prin mo și. то, ceea ce asigură pretensionarea reductoa efor 51 
prin aceasta eliminarea efectului. jocului din angrenajele lor inu 
853-0 axul de ieşire se va roti într-un sens sau in celălal funcfie | 
de semnul lui #), dar la reversare sau la oprire efectul mii nu va mai 
fi prezent. s - | 
Aceastá solutie privind eliminarea efectului j jocultii dim angrenajele 
reductoarelor mecanice. are. dezavantajul că în jul unei excitări nesi- 
metrice a servomotoarelor de curent continuu СУ posibilă apariția unor ` 
oscilații sau chiar a instabilității.” B 9 ко о Mel a 
„Un procedeu de stabilizare a unui atat? sistem constă în introducerea 
a două circuite: de reacție inversă şi 'ânume după semisuma, și după ` 
semidiferenfa vitezelor unghiulare-gle celor douá servomotoare. 
Schema bloc structurală a S talatiei automatizate este reprezentată 
în fig. IV.11. Întrucît jecit ost eliminat prin pretensionarea reduc- 


Fig. IV. 11. Schema bloc structurală а acfionárii unui servomecanism de  precizie. . 
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PS 


toarelor, sistemul poate fi con- ' 
„Ex siderat liniar şi ca atare poate : 
fi redus prin transfigurári la. 
NI: forma mai ап din fig. IV. 12, 


E^ in care ' 

| °С б T T b,s + у, 
Fig. IV. 12. Schema bloc structurală a reglării 19) = d aua. 
automate a semisumei şi Semidiferenfei turafiilor - * s(aos? + aus + ). 

_în cazul servomecanismului de precizie. i _ à PEE ( 1.4 4j 


| ы J+ 27 а | а 1727) N^ а, „ba Laias) 


kgs eU. 
| | Gas) = ——— ~, PT. 1.46 
жо: E Cast tas Fl - СА ero 
бы ЖТ “зш X. LS ` (1-47) 


reprezintă. instalaţi ia  automatizată i Ga Veste: matricea: de transfer 
p $ , 
a regulatorului. | | 


Pentru valorile numerice PS ‚ й{==Ййү==бү== 4, а, = 0,5, 
Фо = d, ka = 20, со == 1 și un re or de forma 


T A k 0 ; - 
о | I a (1.48). 
. ad T 


„matricea de transfer ауы ешшш are expresia 


"s -[po e] Г HE 
SA бз) — Gals) 
Е К | ua (52 + 4s + 1) k(s? -- 4s + 1) | 
S KS a 0,35(0,55° +48 + 1) . 0,35(0,55° + 4s + 1) |. (1.49) 
ON |. 20ks 220858 | i 
Ж „L SR 485-1 2c 


Poli acestei matrici sint ае polinomului. 
s(s? + 4s + 1) (0,55? + 4s + 1) 
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și anume sı = 0, sa = —0,267, $ = 
=— 3,732, Sg = —0,535, s4— — 7,64. 
Deci G(s) are un singur pol pe axa · 
imaginară. Utilizind ecuaţia (1.39), 
se obţin funcţiile | 


pentru &'— 1, 
caracteristice. ` 
Ф.2(5) = 
‚ unde 
bi) 
bs s) = 


Bas) = 40s(s* 


Locul caracteristic in cazul pe = js 
are forma din fig. IV.13. Dacă 
` punctul critic parcurge întreaga axă 
sint cuprinse in tabelul urmátor. 


Poziţia punctului critic 


Lasnik —7,1 


—Ё + = 4з, а. 50) D 


= 652(0,5s2.+ 454-1) — " аз 1) 
e 51) 


+ 4s 1): 


Nt. de „Înconjurări 


punctului d 


NN 

\/ 
S | 
NS trece 


Mm Vite criti 


2 


locul trece prin 
punctul critic 


— 


T =? 


0,3s(0, —— ge 


N 


3 s - Valorile Mi k 


0 x b < 0,138 
k = 0,138 


0,138 < k < +œ 


3 Sistemul este 


stabil IMEM 


instabil- IMEM 


instabil ІМЕМ 
| instabil ІМЕМ 


instabil IMEM 


x "a . 
: Fig. IV. 13 осш]! caracteristic al siste- 
ului din fig, IV. 12. ME- 


ok situațiile care [se obtin 


ү 


La aplicarea teoremei 6 s-a ţinut seama și de condiția 2°, care este 
satisfăcută de sistemul considerat, deoarece locul caracteristic are o 
singură ramură care se închide prin punctul de la infinit. 
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И ieșire, 


- stabil. 


2. Problema stabilizării -` 


Stabilizarea sistemelor automate liniare multivariabile poate' fi 
abordată. pe două căi, și anume: prin utilizarea reprezentării intrare-- 
stare-ieșire și prin utilizarea reprezentării intrare-ieșire. În ambele situații. 
se foloseşte acelaşi pieced u reacția, care poate fi după stare sau după 


E Reacţia dupl s stare. | г 
Din punctul de чайы al aplicaţiilor, este frecventă situația i in care. ' | 
. matricea de evoluție A a unui sistem dinamic liniar co t (continuu 
sau discret în timp) nu posedă în mod natural pepp Ше de stabili- | 


tate cerute de funcționalitatea: concretă și/sau de © ила sistemului. 

În cazul utilizării reprezentării inizare lare cea mai simpli . 
posibilitate де modificare a localizării valorilo perii ale unui sistem 
constă în: introducerea unei reacții proporti e. după starea sa. În- 
trucit formal problema stabilizării se rezolvăjănalog atit pentru sistemele 
“continue, cit si pentru.cele discrete i in „ ne vom referi in continuare 
numai la cazul sistemelor continue s imp. 

Fie sistemul dinamic liniar mn nt si Continua in timp- 
i 


ze ; E X = Ax + Bu, ami хє", "пев", (21 

o0 c у= бух, Nu ye В», | 0. 2Q2) 
s | legea de reglare E. \ . ош 
s he Ke Ms vem, | |. (23) 
unde K este ata r reacției după stare, v este noua mărime.de intrare 
$i M esi ce prin care se poate, realiza o ariumită relație intrăre- 
ieșire vin „regim staționar. | 

ES "uiid ` (2. (2.3) in (2.1) se obține 
am (0 k-—(A-BKxd4BMw. | (24) 


ceea ce înseamnă că matricea de evoluţie a noului sistem (2.4), (2.2) 
a diss 'structurá este reprezentatá in fig. IV.14, este A— BK. 


ns + Definiția 1. Sistemul dinamic (1.31), -(1.32) se numeşte.: stabilizabil 
dacărexistă o matrice K astfel incit sistemul (2.4), (2.2) să fie asimptotic ., 


Li 
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Fig. IV.14. Structura sistemului cu reacție după stare (ecuaţiile 


| © (2 1)—(2.3)). 
. \ E | | n | к 
‚ Se remarcá de la bun inceput că, intrucit matricea  .. М, 
| F—A- ВК | qu (2.5) 


trebuie să satisfacă anumite condiții relative la stabilitat Ni simptotici 
` a sistemului, este de asteptat ca existența matricii K HS depinda intr-àn 
mod specific de perechea de matrici А, В. . ` 
. 1? Polinomul caracteristic al matricii F este . CAN el este. 
hurwitzian în cazul sistemelor -continue in timp,$au convergent în” al 
celor discrete în timp). În această situație stabilizarea unui sistem dina- 
mic liniar constituie un caz particular al ung probleme mai generale, 
-şi anume. a. aJocării valorilor proprii, [W w * i 
2° Matricea F este dată (evident, ea (éste hurwitziană sau conver- 
gentá, dupá caz). În această situaţiex$tabilizarea unui sistem dinamic 
. liniar constituie o problemă de ex епа a unei soluții K a ecuaţiei 


matriceale (2.5). ^ . Eu , | - 
2.1.1. Alocarea valori ropii з : 
- Fie JU | В 
| > gem ГВ, AB, 428, AB 26). 
. matricea m ый a sistemului (2. 1), (2. 2) (sau a perechii de | 
` matrici m B S-a arătat” că perechea А, B este complet · con- 
HO ANC ies si numai dacă rang € = » б. L , 6.5. 2). 


n 2d ® + 
A Аң) = з” Hast. cS sed, .. (27) 7 
:un polinom oarecare cu coeficienţi reali er | | 


Teorema 1. (Wonham). Dac peréchea 4,B este complet controlabi- 
lá atunci pentru orice polinom A;(s) există о  niatrice Е astfel incit Р are 
ca polinom caracteristic pr Ar(s). 
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р. Pentru simplificarea demonstraţiei vom considera: т ==:1, ceea 
ce înseamnă: cá В este o mátrice n x 1 (sistemul are o singură ă intrare 
. Scalará) si K este o matrice 1xm. 

. Vom.aráta mai: anti că dacă- Tang C=n atunci, йшй transfor- 
marea . - 


gege co . 79 
cu i à i | D 
; : | F = RM \ 
| D ч W, i | ] © 
P = „4 , D. mE Nx (2.9) | 
e je a 
- | : ул 
| e» | Wadi . Я У | 
` în. care ‘W, este” ultima linie a matricii ©! apa a (2. 1) id 
fi adus la forma sa canonică. controlabilă | 
т, Eum 0 . 1 | 0-07 P" Toi. 
0 0 l)e 6“ O | TEL 
ae] $ Е S240 вр: Jw 410) 
4 à $e i . NS o К JOD 
0 | O. P S PIS 1 7 0 | ` * 
| ——@һ —%- 2 a a: 701 5 ` 1 2 


Constantele ai $e 1, 2,5 S ^, in conformitate cu П. 2.3. 1, sint coefi- 
cienții -polinomului ca кА al matricii А. 
. Pentru a putea f d" transformarea (2.8) trebuie ca. det P0. i. 
Demonstrația EA apt constă: in a presupune cá există, constan- 
tele с, $2 1,2 astfel incit 


No AA + pua A+. + са, e =0. | : | Qu 
1 Sică în (2.11) la dreapta cu B * 0 se obţine | | : 
- е сай, В + aW, AB +... + CaW4"1B = 0. | Qe. 12) 


| Avind in vedere cá @-1@ — Т, cá W, este ultima. linie a lúi € şi 
cá € are forma (2.6) rezultă că W LACTB = = 0, i= 1,2,..., и — 1. Ca 
urmate, din (2.12) se obține c, — 0. 


Multiplicind din nou in (2.11) la dreapta cu AB 70 se abtine | 
| ай АВ + са „А?В + .. + a, AIB =0. > (213). 
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1л аср conditi. аует „ив = = 0, i= 1, 2, ..., n—2, сева се ^: 
din ` (2.13), implică c, ү = 0. i 
Continuind în acest mod se trage concluzia cá Сұ == 0, i= 132, ..., н, 
ceea ce înseamnă că liniile matricii Р, relația (2.9); sint liniar inde- 
pendente. : | 2m 
Folosind transformarea i 8) dass (2.1) devine 


= AX + Bu, | 
in care | | » " 

W,. [W,A de 

A = Papi | WA apa Wb Y 
| MEME И? 

Want W,A" | й 

| E | бї 

Wa 2 ИВ ` б 


-pB-|"^4 |в WAB y 


0 


1 W,A" ; into В í 


Dacă hi este aloaia k a matricii P~ "al йыш seama de faptul 
că PP! = І şi că P are forma (2.9) pe matricilor Д si B sint 


atu | deus X ud. TEN 
Т =, 
Ў NY 1 
—1, 


i=l, 2,97 


Wn pyd азы, hd, 2,. 
S 
У AS бу AHB = 


si Md S 


А p usi 
e ‚ =й, 7 
de К Si es. că Îşi B au formele specificate în (2. 10). 

În pi condiții putem scrie succesiv ' - i Е | 
F = А — BK = РААР — РВК = PA — ВЮР, (2.14) 
unde ы | a EE 
EE T „= ЕРА, "Eo 


847. 


xXx 


‚5 So E 
* 
ES 


"WELT a У Up a . 0: T 10: T : 
7 Ele e E 
F=] fo PPR ае dou ae А, pee (210), 
OPOSQUOUG Ген 
ЕСЕ | — änka '— an1 ka 2-1 eg fU wh 


"eei: ce înseamnă. 


` det (Is. — Р) = = det (Is - — Pe 22 5" + кн 8 Esa +.. du n + tor TE 


m este evident că tgorema este adevărată deoarece. ntru orice 
А„(5) de forma (2.7): există E, = аг qu, È = 1, 2, to Perd 
К = ЁР (у. relația (2. 15) astfel псі. det (Is — Е 52 Д B. 


- Demonstrația constructivă ;а teoremei 7 pune i denti șI un pro- . 


cedeu de calcul al matricii. К. Evident, problem&/esentialá în cadrul. 


: acestui procedeu. rămîne determinarea formei попісе controlabile a., 


H 


sistemului (2.1),' (2.2). Proceduri numerice 41% determinare a formei 


canonice controlabile şi de: alocare a ды propri sint expuse de 
* 


` exemplu" in.[V 1]. 


În ceea. ce priveşte calculul matri БИ, să observăm că matricea de 


transfer a sistemului (2.4), (2.2) ame forma. | 
G(s) = = CUs a A — BK) BM. > (218) 


"După cum se stie relaţia diede ire in regim stă ionar este detér- - 
р 9 rs $ 


minatá de G(0).. Dacă G( QNM ebuie să aibă o anumită formă atunci. 
dii ecuația matriceală . NM | 


ВК — А)іВМ – 6(0)  — - Us) олу 
se. determină soluţia M care asigurá realizarea efectivă a respectivului ^ 


Mi рїп același. mod in care va fi folosită la 2.1.2. 


teoremei] se obține imediat următorul rezultat privitor. 


E a stabilizárii. 


"ul 2. Dacă sistemul (2.1), (2.2) este dé stare complet controla- 
. bilá âtunci. el este stabilizabil. е 


| "qinind seama de ‘fotinete concrete ale matricilor АВ ask, din (. 14) 
rezultă să. F este asemenea си matricea de tip Frobenius. i | 


G(0).. Dacá Mathi a C(BK — А)-1В nu este pătratică atunci pentru ; ` 
rezolvar Я iei (2.19) se foloseşte noțiunea de matrice inversă genera- _ 


D. Întrucît perecheă. A, B éste aide 'cantzolabils, conform `teó- . ` 


' remet 1, există K astfel incit F are ca polinom caracteristic un polinom . 


de gradul ж cu coeficienţi arbitrari. Impunind condiţia ca acest cue 


sá fie hurwitzian (cu zerouri impuse. sau cu coeficienți impusi) — în саш 


Noon 
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qu а, 


P4 


4 


sistemelor continue in timp, sau convergent in cazul sistemelor discrete 
in timp, rezultá cá sistemul (2, 4), (2.2) este „asimptotic stabil. m 


Qt 


Exemplul 2.1. Se' considerá un ascensor de mină, cu schema funcțional-tehnologică 
din fig: IV.15, a si cu schema bloc din fig. 1V.15, b, în care : | 


A 


Edel E... pong T S10 e i | 
зс A TE | | 
А a * i : 
PO -— cpm 
А $i 3 ` k Jh 


sînt funcțiile de transfer a sistemului de acţionare (prevăzut cu pei эдш de tüiatie) 
sia ansamblului sarciná-contragreutate- -cablu (c este pulsatia naturală а acestui ans 
determinată de masa iui si de elasticitatea, : cablului). Bos 
Se cere sá se stabilizeze acest sistem prin alocarea valorilor proprii în X Ds olutie 
«care asigură un răspuns. indicial aperiodie.. 
Pentru determinarea ecuaţiei intrare-stare se introduc variabilele x, ES Жо = V> 
X4 = d, X, =h. În aceste circumstanțe, tinind seama de Re IV. 15 


r 


ecuaţiile E _ x А бут к 
du dă Хг) = —BR UG, Xal) = hel xe _ 
Туз d MEL xU Pa 
| 1. 3 ; 
` Xal) = sXs(), al = оа {Ў DM E К 


- Fig. iV. 15. a — Schema functional-tehnologic& a unui ascensor de 
ч mină: M' — motorul de acţionare; RT — roata, de tracţiune; S = sar- i 
cina; V — vagonet; C — cablul sarcinii; CG — сонна; | 
i b — Schema bloc structurală a sistemului, d 


m | ^  . 849 


puteta scrie — 


Р $ * I T К i u T . . E * t 
' Acestora le corespunde ín domeniul timpului urmátoarea ecuație intrare-stare 


– ут 0 


0 01. PAT | NE 
0 0. 1 0 x 0 i 
# = i `фх-+ t, 
| ko -o 0 0 0 s 
0 0 0 


0 1 


în care x = [4 ox Xa x^ este vectórul de stare al sistemului. 
Determinantul matricii de controlabilitate este 5 


"P dete = — Мө Tyt = — 125: 1079, | | 9 


ceea ce înseamnă сї sistemul considerat este de stare complet centr ГАБ. Pentru . 


оше numerice date ultima linie а inversei matricii, „de s abilitate este 


=[0 0 0 20. . ^5 | © 
Utilizind transformareá (2.8) în care d 
0 0.0201. -. 0 ,001 - о 1 
| o 20 о :0 | | qw? 0,05 0 0 
р = , P= | 
0 о 20 0 Qa? | 0 005 0 
1 —02 о 0: (ck 0,05 0 | 0 0 
П N ч ` 


S 


. Se obtine forma canonică controlabilă (2. % си 
| | А S 


А Б. 
0 LAS 0 0 0 
Е 0 Ge 1. -0 2 0 
А = „B= 
o 0 1 0 
SS —10- — 10-2 —104 1 


У 


' Pentru PC le Sai impuse rezultă un polinom: Caracteristic Ap(s) = (s + 0,1} = 
si + 0,458 “у 0,0045 + 0,0001, ceea ce implică h = 0,3, ką = 0,05, ks = 0,003, 
kı = + 


= pi 1002]. 


As Existența оре олира (2.5) 


9 
+ 


O altă posibilitate de a aborda existența. si determinarea: unei ma- | 


trici К în problema stabilizării constă în a rezolva ecuația matriceală 
© (2.5), în care К este necunoscuta și 4, B, F sint matrici date. Solutia 


350. UE qu dos "E 


0,0 2 
cea, m dupá. stare rezultă din K = KP = T T, ka ВР = 


7 


© 


face conditia У 


À 


se а. -pe folosirea inversei T a unei maid (în cazul 
de față В). Definiția corespunzătoare ЭЕ orice matrice В? care satis- 


ВВВ-В o © S (2:20) 
nu numește o inversă generalizată a.matricii B, [B m 

n aceste circumstanţe ecuația (2.5) admite о soluție in condițiile ` 
următoarei afirmaţii. 


“Teorema 3. Ecuația (2.5) admite "o solutie. 
-K= ВҶА — Б) + (I, -BBZ o gn 


în care In este matricea unitate de ordinul ж şi Z este o xd mxn 
reală arbitrárá, dacă si numai dacă are loc condiția de cus 


(BB — L) (A — F) - 0, " Pu (2.22) 


in care Ip este matricea unitate de ordinul и. Q j | 
Demonstrația. este imediată și constă în.a wis “faptul cá (2.21) 
este solutie a ecuaţiei (2.5) dacă și numai dee loc (2.22) ; evident, 
se tine seama si de definitia (2.20). | ; 
ri conformitate cu (2. 22) E cá tia (2.5) nu admite o solu- 
tie pentru orice F. Aceasta inseamná c A terrea lui F nu este in intre- 
gime arbitrară, in sensul cá anumite, Mon ale sale sint determi- 
nate de perechea A, B in timp ce ni pot fi arbitrare. Acest lucru rá- 
mine valabil si in condițiile MA od care poate fi demonstratá folosind 
conditia (2.22). 
În cazul in care rang B AY Wrist mx п), matricea B admite o mul- 
time de inverse En a sinea B*, care satisfac condiția . 


У ra B'B- els : (2.23) 
Dintre ligi mai simplu de calculat este inversa Moore-Penrose 
. N à 

S" ^ P В = (ВТ B)? ВТ, | o0 (024) 

аба (2.24) in (2. 21) și (2.22) soluția si, Ы и de 
«consistență devin 

К = (В? By 1 B'(A — P, i (2.25) 

[B(B'BJ3B" —L](A—F)—-0. (226) 
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Comparativ cu  modut de determinare. a matricii K pus. în evidență | 
la demonstraţia ieoremes 1, care presupune determinarea formei canonice ' 
controlabile a. sistemului, utilizarea ecuaţiilor (2.25), (2. 26) (sau (2.21); 
(2.22) în cazul rang В = m) poate asigura, în unele situaţii, rezolvarea | 
mai simplă a problemei stabilizării. 

„Aspectul esenţial al utilizării soluției (2.25) (sau (2.21)) este acela, 
' al alegerii acelei matrici F, compatibilă cu condiţia de consistență (2.26) 
` (sau. 2.22)), саге- аге proprietátile de stabilitate, asimptotică impuse. 

Ca soluții parţiale ale acestui aspect al. problemei se pot cita [È 5], | VA]: 

Se-poate aprecia că o soluționare satisfăcătoare privind alegerea matri-- 
cii F se obține pe baza rezultatelor din [G 4] privitoare la localizaréa : 
ошо unui polinom sau:a valorilor proprii ale unei matrici ti-o 
‚ апшайа` regione ые а splen complex. ` bt 


a . E > 
5 1.3. Aplicaţie: stabilizarea "unui | pod: rulant - К 


iue considerá кш rulant de la 1.1.4.3, аль ecuatiile liniari- - 


| e (1.1.66), (1.1.67). Se folosește pentru actigpere un motor electric: 


„de curent continuu prevăzut cu re 1а] autom de turatie si cu un reduc- 
P Б!а) $ 


tor mecanic adecvat: Acest ansamblu este он de. сапа Н 


T ud ПИЕ qu А = (2.27) 
"D Tu Tor "E 2 
D $ ae 


(notată cu йїп n (l. 1 .66)) dadian de 
sistemul de acţionare, u e nsiunea de comandă si ky, Tu sînt fac-. 
torul de amplificare, res iv constanta-de timp ale acestui subsistem. 

Se cere să se stabilizeze sistemul descris de ecuaţiile (1.1.66); (2.27), 
_ (1.1.67) printr-o. reacție proporțională adecvată după stare, . - ` 


- ifi care х; este forța. de tractiu 


Reunind a (1.1.66), (1.1.67) (in care se face schimbarea 4—x;) > ~ 
cu: NE 21); pentru valorile numerice. considerate la exemplul 18 
` delaI igat obţin următoarele ecuaţii ale sistemului i 
Eu Го 1 0:0- o Tin гоч 

а А \ 
о «а роо 400 102 || xq o |. 
x; |=|0 0 -.0 1 0 . xy |t] -0 и, _ 
xaj [00 —5 0.. —104 хд 0. | 
%_ Lo 0 0 0 —1 Xs 100 | i 
Е е (2.28) 
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№]: 

Xa |: TE \ 
Ux | 27 739). 
* xg 


S-a arátat.la exemplul 7.8 de la 11.1.1.6 cá acest sistem:este insta- . . 
bil IMEM. S-a arătat de asemenea in [V 10] că deși sistemul este stabili- . 
zabil prin procedee clasice nu este posibilă obținerea unor performante +- 
acceptabile. Acest „aspect major privitor la calitatea reglării automate. 
se poate rezolva într-un mod simplu și satisfăcător prin alocareatxalo- 
rilor proprii. Aplicarea acestui procedeu este posibilă deoarect,. după 
calculul matricii de controlabilitate, se constată că rang € = 3 şi conform 
teoremei 2 sistemul considerat este stabilizabil. NN ' 

Intrucît ecuațiile sistemului sînt „foarte aproape“ deforma sa câno-. 
nică controlabilă, vam determina elementele mati icii K prin calcul 
direct. Într-adevăr, folosind (2.5) se obține S л 


зч m y=[ 0 10 0 0] 


ME: 


гло 31: 07 oq 07 T. 
ро со 4) ^ AP e 10? | 
Е=| 0. 0. 0 "na о |. 
(00 0-.—549 0 ,—10 °% 
— 1005 — 100k; —. 1% —— 100k; — 1001—11 
cu | s И NE . | ; С 
© А) = det pen ш 1) 5#-Ь10059 0.7 
q одов + 100kas + 100ks. (230) 
; Pentru determin ied parametrilor №, —7 ne propunem să alocám 
valorile propriiin felul următor: Аз = —1 Și A45 să fie dominanfisi . 
` să asigure prareglare de 5% si un timp de răspuns la 5% de 15 s.. 
Conform fig. 20 rezultă © = 0,707 şi о, = 0,2 (din o, 1523). Aceasta 


іпѕеаціой că Аав = e,(—t М 08) = — 0,1414 + j 0,1414. Așadar 


tre i ‚ Si avem | | | | | | 
OG ` А05) = (s 4--1)* (8° + 0,2828s + 0,04) = 

= s + 3,2828s* + 3,8855? + 1,96855° + 0,4028 +-.0,04. (2.31) 

` Identificind coeficienţii literali din (2.30) cu cei numerici din (2.34) ' 

se obtine "E | | 2 


К = [0,4 4,028 1448,56 151,42 0,0428). 
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2.1.4 Estimarea stării 


^ Йа rezolvarea problemei! stabilizării prin reacţia după stare s-a pre- 
supus în mod tacit că toate componentele stării sistemului. (2.1), (2. 2) 
sînt direct măsurabile, ceea ce a pernis forfnularea legii de reglare dupá 
stare (2.3).: 4 à | 
n numeroase. situaţii, semnificative din punct de vedere practic, 
nu toate componentele. vectorului de stare al unui sistem sint direct 
măsurabile sau dacă ele sint măsurabile, numărul și costul traductoa- 
relor necesare nu justifică implementarea legii de reglare (2.3). În ia 
de cazuri se poate proceda in două moduri: 
1° Să se estimeze cu ajutorul unui sistem dinamic om E 
special introdus, toate componentele vectorului de stare al mului 
care-urmează să fie stabilizat; > : 
2° Să se utilizeze o lege de reglare mai complicată ba Y pe măsu- 
Tarea unui număr redus de mărimi dependente de rd nentele stării. . 
(de exemplu, măsurind mărimea de ieșire). | 
Ne vom ocupa in continuare de prima am. 


Un sistem dinamic cu ajutorul cáruia se obţine aproximaţie a stării. - 
unui alt sistem dinamic se numeşte estimator de stare. — 

- Pînă in prezent s-au pus în evidenţă щйёгоаве posibilitáti de defi- 
nire matematicá si de realizare practicá a stima toarelor de stare, [L 6), 
[H 5]. O calitate definitorie comună a tora, în afară de aceea că toate 
asigură estimarea stării sau a altor ürimi ale unui sistem, este că toate 
sint sisteme dinamice asimptotic;stabile. Prima definiție a unui estj- - 
mator asimptotic de stare ES următoarea. 

Definiția 2 ( (Luenberger) numeşte estimator asimptotic de stare al 
sistemului (2.1) (2.2) un siste SS dinamic liniar constant dat, prin ecuația 


& = Pc = i Ви + Ly, ten, &eR'*, &(0 = 0, (2.32) 


cu лн У ps E 
у SU. limfe) 80 =0 7 ^C Q3) 
Nw > 
und E matrice (nxp).  . | 
"Penfr . a vedea in ce condiții există т L, vom evalua eroa- 
rea de estimatie | ; | À 


t 


м 


SA Tx | | = (2.34) 7 


“folosind (2.1), (2.2) si (2.32). Se obţine 


ИИ. = | X, = (4 — LC) LM 
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ceea ce înseamnă cá L trebuie ales (dacă există) astfel incit matricea 
71. A—LC să fie hurwitzianá, în cazul sistemelor dinamice liniare inva- 
riante și continue în timp, sau să fie convergentă în cazul sistemelor 
dinamice liniare invariante si discrete în timp. Prin analogie cu cazul 
stabilizării unui sistem. dinamic liniar constant se poate formula urmă- 
toarea definiţie. ` $ zi 
Definifia 3. Sistemul dinamic (2.1), (2.2) se numește defectabil dacă - 
„există un estimator asimptotic de stare, respectiv dacă există o matrice 
L astfel incit sistemul (2.32) sá fie asimptotic stabil. 
Detectabilitateă” sistemului '(2.1), (2.2) depinde de observabilitatea 
„perechii (4, С), respectiv de rangul matricii de observabilitatea. 2 


S5 de qu (2.35) 
Lot. v 


Pe baza dualismului stabilizabilitate-detectabilitate se -poate enunfa ` 
următorul rezultat. г E 

Teorema 4. Dacă sistemul (2.1), (2.2) estecde stare complet observa- 
bilă atunci el este detectabi. — - ^ qv | 

D. Íntrucit perechea (А, С) este complet observabilă rezultă că 
perechea (A7, СТ) este TRU ii În virtutea teoremei 2 
există o matrice Г” astfel încît х — C?L? să fie hurwitziană — în 
cazul sistemelor continue in timp, sau convergentă — în cazul siste- 
melor discrete în timp. Înt matricile A7 — CTL? si A — LC au 
aceeași natură rezultă cá tegrema este adevărată. n | | 

Dualismul stabilizabilafte-detectabilitate (51 în subsidiar. controlabili- 
tate-observabilitate) sugerează şi modul de construcție efectivă а matri- 
cii' L, și anume prin босага valorilor proprii sau prin rezolvarea ecua- 
tiei ИЗ КЄЎ= А — Е, unde F este o matrice cu. proprietăţi 

i 


de stabilitat impuse. “În ceea ce priveşte proprietăţile de stabilitate 
ale mată 4 se formulează nici o prescripţie, ceea ce înseamnă -cá 
- din асе E ct de vedere, ea poate fi arbitrará. . 
e ipotéza cá sistemul (2.1), (2.2) este stabilizabil si detectabil pro- 
. ble x ыан sale se poate. rezolva prin implementarea legii de 
reglare $e a КЕС ME l 
u = — Кё + Mv, 20 ; (2.36) . 


care este de același tip cu (2.3) dar în care s-a înlocuit x cu € furnizat 


` de sistemul (2.32). Structura ansamblului astfel obținut are imaginea ` 
din fig. IV.16. A 


х | | | | 205 .77,955 


РА 


еси Аав 


' ale matricii 4 —LC să fie situate suficie 


„așteptat, o' anulare rapidă a erorii 
„veşte alegerea matricii K, se procedează ca la 2.1.1 sau 2.h2. Aceste . 
afirmații sint justificate de următoarea teoremă de separare a vala- 


. rilor proprii ale sistemului qs IV.16.: 


| (2.86) este egal cu prod 
-4—ВК si A—LC. pl р 


Fig. IV. 16. Structura Бетти cu reactie: după; starea, 
" “estimată, (зай (2.1), (2.2), (2.32), M 


“În aplicaţii alegerea. matricii L se fac A incit: valorile proprii. ' 

. f е mult la stinga. valorilor: 

proprii ale-matricii А. O astfel de e uh asigurá, dupá cum este de 
Vestimare (2.34). În ceea. ce pri- 


Teorema 5. Polinomul cteristic al. sistémulài. (2.1); (2.2), (2. 32), 


olinoamelor ` caracteristice ale ША пы 


р. Înlocuind (2.269 i in (2. 1) şi аро. о. 2), (2, 36) 4 in (2. 32) se obi ^ | : 
Ü , sti 
AS gi S Ax — ВКА + BMo 


qt | 
© e 5% E 2-и LO)8 +10% — BK + ВМ, 


К ituind # = x — x, (v. (2. 34)) în ecuațiile de mai Sus se obține 


i рану sistemul considerat urmátoarea ecuafie intrare-stare 


ке ху [4—BK : BK [x вмү 7 
Е | = pes за |. |... |2 озу. 
^ ix lo - : AIC OX 0 d та а н 
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/ . А . ` Үү 


"adică ceea ce trebuia de demonstrat. ` i MEN EE | 


N 


- să aibă polinomul caracteristic N i 


în care vectorul de stare de ordinul 2» este format din x şi x, 
Folosind o formulă a lui Schur (v. anexa E) se „constată e 


Is—(A— BR): — BK 
| [4e— (4 — вк) : = det [Is — (4 — BR) X 
det erat] eto s te soe ө о э «сз з ө on x det [Is — (4 — Le. 
| 0. i I5 = (4 — LC) | 


E 


| 


Exemplul 2.2. Pentru ascensorul de mină de la exemplul 2.1: se consideră 


=[0 0 0 0x 


Ж 
Se cere să, se determine un estimator de stare cu valorile Em Il Ў — 0, 5. 
, Determinangul matricii de observabilitate este 


det Ө = —Aep-—005  : P 


& 


ceea ce înseamnă; că sistemul. este de stare ie a observabilă, gy T 5 
Fie. E E i 


unde ц, i = 1. 4 urmează, să se determine astfel Aem matricea 


o> | О. | np "n NM | 
01, 5 А 0. -h : 
0 S 1 = 
ТЕГЕ -A n 
005—001 0 -h 
à pv ; 
"Y со ou, 


Ap(s) = (s +. ой = 54 + 258 + 15s + 0,55 + 0,0625. 
' Pentru matricea F dies sus se бшш; 


(9) 
1%. 0 о а Р 
Ку : М st 1 EN 7 Er : 
d - = = 1 - 0,1). 
t "d OU s d, B Tes 1) $ + 


+ (011, ++ 0,01) + f 001 + одл, + бое + баг + 
4 4 
i C60 h + ооз. А р 


Identifieind coeticienții celor două polinoame s se dius solia „= == 0,512, ГЕ == 1 »3,. 
= 0,35, 4 = 1,9. | 
h 
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urma ad NP 


2. 2 Reacţia dupa i ieşire 


2.2. 1. Reacţia proportionala dpi ieșire 


- Éste firesc să ne întrebăm în 'ce-măsură este posibilă “stabilizarea `_ 
sistemului (2.1), (2.2) utilizind o lege de reglare de forma | 


u = — Ky + Mo, veR, ‚с (2.38) 


adicá o réactie dupá ieşire, evitindu-e se în' acest fel utilizarea unui esti- 


„Tnator de stare. а 
Un rezultat relativ la această problemă a fost T aws 
şi are urmatorul enunț, | 


А Кт a А i 
Teorema 6. Dacă: sistemul (2. 1), (2.2) este de stare e St controla- 
“bilă, de stare complet observabilă si rang B = m, rang =p atunci. 


există o matrice K pentru aproape orice pereche , b “astfel încît” 
sistemul (2.1), (2.2), (2.38) să posede 7 = min + $- — 1) valori . 
proprii localizate oricit de aproape de 7 valori rii prescrise. 
S-a arătat in [F4] cá este posibilă și o шн a tuturor КОРР 
. proprii. Fie s un număr complex. v fimile Mj(s)— n 
| (A — sve D(B), Mas) = {wE R”; (A47 © sI)w e D(C")); unde т . 
este domeniul operatorul liniar prs matricea (.). i | 


Teorema 7. Există o. matrice „Ryasttel : încît matricea A— ВКС. s 


„aibă valorile proprii s, 4 = 1, ‚ dacă şi numai dacă există vectorii M" 


E s e Mis), şi w,e My(s). "Pos Nr A == dy (simbolii lui Kronecker), ' 
4 jj = 1,..,45, astfel incit 4 ho: Wa = Wp dacă Sa = S ' " 
| Ukilizareá reactiei p rtionale o UN nu asigură întotdeauna 
stabilizarea dorită a Уй (2.1), (2.2). Їп astfel de cazuri se pot 
ái, [I 2], us m vom aminti urmatoarele 
două. | 

1° с, 
- Farlane- pis E ки ilustrată anterior „BAR ME 1.5. 
si A 2.3. ME | 
е а FR deschis, —— 5 transformarea siste- 
n d chis, prin introducerea unor subsisteme adecvate, in m: sis- 
teme id decuplate intre ele si rezolvarea problemei stabilizárii prin 
metodele cunoscute: de la sistemele: monovariabile. Există numeroase 
procedee de realizare, аг decuplării. Cel mai simplu dintre ele este pro- - 
cedeul decuplárii s serie formulat: încă din 1949 de pu „Boksenbom şi. 
Hood-[apud P1]. i i 


gon 
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9 © a & 


Та Rosenbrock- sau раша generalizat (Mac. . 


‚2.2.2. Decuplarea serie ^^ ^ , 


` Se consideră sistemul automat maitiari cu structura din fig. IV.2, 
în care w € R”, ceea ce înseamnă că G x(s) şi G(s) sint matrici pátratice 
de- ordinul ж. : 

“Obiectivul esenţial al decuplárii serie este acela al determinárii 
“unei matrici Gg(s) astfel încît: matricea G(s) = Gp(s)Ga(s) să fie o matrice 
diagonală de forma i 


G(s) = diag [Ri(s)Gri($), .... Ral) Grmn(s)], (2.39) 
“în care Gru(s), î = 1, 2,..., m, sint elementele diagonalei principale а 
"matricii Gp(s) şi: Ri(s ), $—1,2,..,, sint funcţiile de tran ale 


regulatoarelor sistemelor monovariabile obținute, cu Pon cărora 
se. va rezolva problema stabilizării prin metode specifice, s stemelor 


automate monovariabile. AU Й 
Așadar trebuie să aibă loc egalitatea . m. | ' 
„Gr(s)Ga(s) = diag [s ) Gris), i a SL -© (2.40) 


din care se óbfine . 


Gals = Се) diag (sts) Geni(s) И: (68). (2.41) 


Notind cu; e a E 
быз) = 6-5) diag Gái р (2.42) 
aceea parte a regulatorului Gr (glare realizează decuplarea și cu 
R(s) = anoo. К„(5)] | (2.43) 
мем propriu-zis, ilu că (2. n are forma 
(8) = бз)®(), ^. ‚ @44 


ceea ce іпѕеа E cu structura din fig. IV.2 are acum struc- 
` tura din «e I a, care este echivalèntă cu cea din fig. IV.17, b. 
ў c | 
ыр ЕЗ, Se consideră — ТРЕ de pozitionare de la 12. 3, a cărui 
| ES los, pentru. partea de reglare automatá a turatiei este reprezentată în fig. IV. 12 
| FDA să se rezolve problema stabilizării prin procedeul decuplárii serie. 


inind schema bloc din fig. IV. 12 rezultă că sistemul are o parte decuplată 
(constituită din С, (s) si Ga(s)) si o parte cuplată (constituită din cele două sumatoare). 
Partea cuplată se caracterizează, prin. matricea de transfer ` ` 
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D 


Fig. IV.17. Schema bloc structurală siui 
„sistem automat multivariabil dec t: * 


E a — Gpí(s) — matricea. de irafister ree Fits) .. 


i . Rg(s)— regulatoarele; b — schema bloc 
"E ^o „valentă, 


а aceste circumstanțe aisi: se reak ză cu МЕ unui regulator e. 144) ` 


NS ; . 
Ga(s) = MARIS) = ab. AP " pe АТ | 
К ax a 


„de forma. 


D 


. Structura sistemului decupl NS reprezentată în fig. IV. 18. Se obti. astfel două. 
sisteme automate monovariabileJale căror funcții de transfer în circuit deschis, реон 


valorile humerice de la 1.2. 23g Rs) = Ву, Ra(5) = ka, au expresiile 


M cult Уз : k 3 | 
| . (ue d T" ‚(#4 + 1) б : 
e Я И | gu Соб (0,592 + 4; $ 1) f \ 
> 0 еа ; OG = TESI i 


У" А кш ЖОК ш, 
К ; Sosa criteriul Hurwitz (teorema 5 de la II.1.1.2) polinoamelor polilor 1. 
Руз) = 0,3% + (+28) + «һ + 0,6) +. 
Pis) = 9 + (0+0) H 
se obțin condiţiile de stabilitate 1MEM. kie (0, + oo), ka e (—0,4, + =) 


* 


turală echis, | | ^ E 


ES 


s 


| Fig. IV. 18. Schemá bloc structuralá a sistemului 
"automat multivariabil decuplat de la серыш 2.3. 


] 
i 


3. Sisteme automate multivâriabile. neliniare А 


3.1. Hiperstabilitatea B А Е e 


8.1.1. Structura sistemului automat multivaria gi 


Se consideră ай automat ташу yp d neliniar cü "— 

bloc structurală din fig. IV:19, in care este matricea de transfer 

. a părţii liniare și F(t, » este o funcţie yéctorialá neliniară, dependentă 
de timp. In situația in care v, и, S У sint. vectori m-dimensionali, 
matricea G(s) este раїганса.. Е 
„ Fie "uu ; , aS 

5. X 


B 


ту VAT ы хв", мек", Eco ; 
y= Ca Du y eR”, "s t 77 саду 


o reprezentare ды тше ене a părţii liniare, cu proprietatea - că 
perechea (A A. complet controlabilă și perechea (4, C) este com- 
plet UK d retenu numită realizare minimală a matricii G(s). 
| MAS Neliniaritatea w = F(t, y) satisface inega- 
‚ litatea’ de tip Popov | 


1 Я 
$ 


= Á y" üyeti)dt o +3 pentru tolit » 
ЕТИН: 


Fig. IV. 19. Schema bloc , E o m | E ; (3.3) . 

structurală a unui, sistem . " " E 
automat. miultivariabil ne. Unde Yo este o constantă dependentă de con- 
© , liniar. ^ .. . diţiile inițiale și independentă de А. 


^ 
ГА 
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` Relațiile care descriu , sistemul din fig. IV.19 sînt următoarele! 


c7 oa 5 Y-G9UG ia 
— i-a 000 003 
= Еу). 9 | (3.6) 


- 


| Întrucît noțiunea de e se ‘sprijină pe aceea de stabi- ` 
litate internă, este necesar ca sistémul considerat să fie liber, adicá 
, v— 0. Dacă v #0, dar cunoscut; prin schimbările ` ij = w — v si 
E(t, y) = F(t, y) — v; ecuaţiile (3.5), (3.6) devin . 
Оз N =), q^ oc @%) 
. ceea ce'inseamná cá Slot pasul, (3.4), (3.7) 7, (3.8) este -— | 
3. 1. 2. Definiţii si condiții de — 
` Conceptul de: hiperstabilitate moda 1Р6: ѕе concretizeazá in 
urmátoarele două definiții.. | 
а Definiția 7. Sistemul automat « cu gc din fig. IV. 19 se numeşte | 
Iu perstabil dacă. are o stare de ech n ко канн pentru orice neli- 
niaritate (3.6) care satisface ine itatea ( 
Definiția 2. Sistemul ea cu i ea fig. IV.19 se numeste 


asimptotic hiperstabil dacă o stare de echilibru global asimptotic ` 
' stabilă pentru orice neligiăritate (3.6) care satisface inegalitatea (3.3): 


“Întrucît condiţiile Че hiperstabilitate si. hiperstabilitate asimptoticá | 
pretind ca partea , liniară a sistemului cu structura din fig. IV.19 să 
i posede Ps proprietăţi, v vom. da in continuare. încă, i. două definiții 
în er S A | | 7 

руй ji WS Matricea G(s) « se numește real pozitivă dacă: 

nus x nici un pol: în semiplanul Re s > 0; 


ali de pe аха imaginară (atunci cînd există) sint simpli si matri- 
сеа n a reziduurilor corespunzătoare este pozitiv semidefiniti; ' 


`8° G(jo) + G"(— je) este o matrice hermitică- pozitiv semidefinită . 
(v. anexa E) pentru o € R, exceptind acei op. к саге jor. sìnt poli 
ai matricii G(s). 

Definiția 4. Matricea G(s ) se mm strict real pozitivă dacă: 

1* Nu are nici un pol în ыан Re s20; 
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UN 


s 4 
\ 


2° G(je) + GT(— а) este о matrice hetmiticá pozitiv definitá (v. 
anexa. E) pentru toti о e R. 

Cu aceste elemente pregátitoare se pot enunta următoarele rezultate, 
pentru a căror demonstrație recomandăm consultarea lucrării [P6]. 


Teorema 1. O condiţie necesară Şi suficientă ca sistemul automat 
cu structura din fig. IV.19 să fie hiperstabil este ca matricea de transfer ' 
G(s) să fie real pozitivă. 
Un rezultat echivalent. cu acesta, dar care se referă la realizarea 
minimală (3.1), (3.2), este următorul. E 


Teorema 2. O condiţie necesară şi suficientă ca sistemul automat 
cu structura din fig. IV.19 să fie hiperstabil este ca să existe matricile P, 
simetrică și pozitiv definită, 51 Q, simetrică şi pozitiv Со 
astfel incit 


РА + ATP = — 0 (ecuaţia Liapunov) "d | (3.9) 
| o Q8 


M= [= s] E У ев" 


si matricea . 


{У 

să fie pozitiv ceniide fiti în care К 
ED 5 = С" — PB Ў м (841) 
R= р+ реў 43.12) 


În termenii teoremei 2 se poate 
tate pentru partea liniará a siste 
seama: de (3.1), (3: | putem х 


di = 
\> (2) ali) t e UN 
Ns E [— x* (PA + did. хф ane - PB u+ 


icita o condiție de tip inegali- 
ui automat. Într-adevăr, tinind 
succesiv 


+0, [(Cx с Duu — ерда == 
А 


slg AE ont 
2 


ARE SMS ийй = Lx *() 2 


+16 (202 + x! Su da 


E shy u” Ru) dt = Z l Paa | 


hy 


Tu ЖЯ «тм | " а> 


/ 


1 
> = E x7 (to) Px(to), 
deoarece Р este pozitiv definită şi M este pozitiv semidefinità. 


363 


x. 


4 " g ` "T 


Е | | pe | : 
-În е relațiilor (3.3) şi (3.5), în care v =0, rezultă că Банга 
аата а sistemului din fig. IV.19. satisface dublă inegalitate £5 


{o 


-> 7) «ye (^r «(i die Uh de 


i 


Exemplul 3.1. Fie sistemul automat neliniar cu 'partea liniará ` 
ё 0 59 E á * И 
1 а 
: $41. s. i 
G(s) = $e е. 


pă 


Й 


Să se ‘determine parametrii a, b € R astfel încît sistemul autómat sk hiperstabil. 


Matricea G(s) are un pol simplu s s = 0 pe axa imaginară si matriceá, corespunzătoare ` 
a reziduurilor este. E | А 
| б-а] б & 
0 0. jS i 
. Această matrice este pozitiv "semidefinit& numai,eéntru a = 0, deoarece pentra 
a * 0 еа nu este simetricá, Їп continuare, шиш 3 i : 
t e : : 
Vo i b К 
: | + í FEY 
| Gu) + 670—9) = pe 
| M ME à | | 
' n hom mo К i е | , 


trebuie să fie ояну жагыш їн apt care are loc numai dacă b = O. 


Teorema 3, О чу ще necesará si suficientă са sistemul automât cu 
structura din fig. 9 să fie asimptotic hiperstabil este ca matricea 
de Hd &G).s d fie strict real pozitivă. | ' 


кеш эне sistemul automat neliniar cu partea: liniară | 


D Ж gr сш ш sp e 


2 2 : ' 5+1 s+2 
| G(s) = (Lb | 
| а 1 
: Să se ‚ determine parametrul ae В astfel încît sistemul automat să fie asimptotic, 
hiperstabil, : К р Ea 
y А Я - 4 Я 
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Matricea ` PE EN p 


2 da 
7 | о? 4 1 e? + 4 
Glju) + GT(—je) = | 


este pozitiv definită dacă şi numai dacă . | 
7 E 2 4. i 
\ [а |< min pe — lim ы ud. . 
V ocR 2(02+ 1) odo 2(56 4-1 2 qe 


+ Sistemele hiperstabile au proprietatea remarcabilă că la бане. 

rea lor in paralel sau într-o structură cu reacție negativă se'obtin de 

asemenea sisteme hiperstabile. Aceastá proprietate: nu че la conec- ` 

tarea in serie a sistemelor hiperstabile, [P6]. B p" i 
| | M 


3.2. Sisteme - autoadaptive man | 
LI 5 
„O aplicaţie remarcabilă a teoriei hi йынын: o constituie. sin- 
teza comenzii de autoadaptare a unui p. tem automat pe baza erorii. : 


dintre starea unui model de referinţă $i starea sistemului анши, 
fig. ТУ.20, [F3], [L7]. 


E Жу 


" \ m 
8.2.1. Procedeul de eril 


Pentru explicarea " bloc structurale din fig. IV.20 si implicit . 
a procedeului de autosdaptare se pornește de la ecuația modelului de 
„referință ee Nd m . 


nu = Aaa + В.и, еВ, хє", . | (8.13) 

și a M ajustabil | E m 
S d = A )x-- B(e!)w, teR,, xe Қ”, ' (8.14) 

| um a Wer RC 
| e= хы — x 00 7 (845) 


este eroarea intre starea modelului și a sistemului ajustabil. 
“În aceste condiții ecuaţia diferențială a erorii are expresia 


è = Ам + [An — Ale, i) х + [Ba — Bst)w. (3.16) 


ку | El К 365 


| Model de 
[rn referință 


арабе de | 
autoadaptare | 


EJ 


E 


. Fig. IV.20. Structura sistemului _ autoadaptiv NS » il, 


Condiţia de stabilitate iu globală e 


lim Л = 0, КУ 

Й j Em NE , 

- care ерше să aibă loc pentru oric ȘI) orice Am — Ate, t) şi orice 

BS — В(е, t), implică faptul cá S Pcind #50 trebuie s& aibà loc 

x30 şi Xm 70. De aici rezultă !că q Mecanismul de 'autoadaptare tre- 

buie să conţină un element integrator саге să memoreze A(e, t) E B(e, t) 
pentru. e(t к= = 0. În virtutea © tui fapt se poate scrie ; 


pos 


A (e, t) = isi Ф[у(т) d dr + virð. tj, t>0, (3.17) 


P Wa ей, о +6, "b. { ds Vip). 130, (18). 
d us : 


Fa 


КЕСУ SN realizează memorarea si Ф, 51 y, se. anuleazá pentru 
(CORR matriceale Фу, Ф, si Чу, Ya, deocamdată necunoscute, 

. Tu sá se*determine pe baza conditiei de hiperstabilitate оре | 
tică întregului sistem. . 
“Mărimea y este ieşirea unui element corector liniar cu Sa tripod 

. de transfer K(s). Acesta se introduce deoarece partea liniară a siste- 
mului autoadaptiv trebuie să' îndeplinească condiția de reală; pożiti- 


» vitate strictă impusă de teorema 3. Întrucît este posibil ca matricea . . 


de transfer a părţii liniare, să, nu îndeplinească condiţiile cerute, 'se: 
alege un astfel de 9 încît respectivele condiţii să fie: satisfăcute, 


(3606 /— з, Ж ‚о эз зу до? 


3.2.2. Sinteza comenzilor de autoadaptare 


` Pentru realizarea sintezei se parcurg următorii trei pași. 

. 1? Se transfigurează schema bloc structurală din fig. IV: 20 astfel 
încît să se pună în evidență, conform schemei bloc structurale din 
fig. IV.19, partea liniară și partea neliniară. Acest lucru. este posibil 
introducind funcția ‚ёз Б 

mE v(t) = [Am — Ale, ]х + [Bm — Ble, Ји. ^ — (349) 
În aceste condiţii partea liniară a sistemului este descrisă de ecuaţiile . ' 

& = А.е + V а“ © 
| 089 
Y(s) = K(s) E(s),. А 
РА 
iar partea neliniară, ţinind.seama de (3.17) si (3.18), de ec афа 


w(i) = i 919). £j de + 045().1] + 400,0) — agn n 


| *N Viy(2), 0 йт + туд, t] ES B(0, о Bal щй. (3.21): 
Jo ur D. ag | 


` Reacția se realizează prin 


; v= —10._ AS | (3.22) 
Schema bloc structurală corespunzătbâre ecuațiilor (3.19) —(3.22) 
este reprezentată in fig. ІУ.21. „9% . | i 
СИ E 


Partea | 
iniară 
А 
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- "- 2? Se determină partea neliniară (blocurile marcate cu ET in fig. IV. 2M 
rezolvind inecuafia integrală (3.3), in care. w(t) are expresia (3.21). ` 
Pentru determinarea funcţiilor Ф,, Ф, si V4, Y, se descompune inecua-. 


fa. (3. 8), cu (3.21), în | următoarele patru inecuafii da pue 


n \ 


КЭ буон sna LM eag 
t УТ @ fs Yo), f] de + B(0; 0) — Ba) u(t) dt> qu | (8.25) 

| АКР. С. 
f т e 


-cu condiția ca xj + z + ү "m 2< үг; evidi t, s-a considerit P = 0. 
n 'viziunea unei imp Rom cit mai&simple a comenzilor de auto- 
adaptare se саша pentru (3.23)—(3. 26) soluţii. de forma 


ps $[y(:), = M. mo [N Ax (z)]" | бэлу 

un 2 "hb. d "e [Nsu(s y. | |. 028) 
| 9«(0), ДР „Уф Ia, co (329). 

| "оф Й = Рау 10,017, c . Q3) 

unde M ^ N a M päe și P4, Qu; Pa: Og sint. matrici constarite m 
“ер af ), (3.29) şi (3.28), (3.30 tiv în (317) și (3.18 

nloc i 
. se Lid "i de КА ) repeti Eu 7) ce ( i 


E iq Pao 0) +M, for у(х) ^ (s) de N3 + P,y() 370) 0%; 120, 


ве; 2 Bo. 0) ERO piro de NE Руб) v^ () 0%, £20. 


\ 


(3.31) Е 


РА 


i \ zol, o) 9 dr + 40,0) — Anla dt» a (ваз): 


. , »*() Fayl), К ЯТ ОКЕ. d. (26) E 


N 


INL ЕЕ i "n (3.32) <. 


T Ж bue axe Ж д 


\ 


> 
t П 


Avind in vedere forma relațiilor (3.31), (з. 32. se spune că s-a reali- 
zat o autoadaptare de tip PI. n 
Se mai poate aráta cá inecuatiile integrale (3. 24) si (3. 26) admit si `' 


soluțiile ^ | d 
E f| = [sen O), " (3.33) 
Té Dy(t), # = [ввп (0s m, | i (3.34) ^ 


ceea ce duce la modificări corespunzătoare în expresiile comenzilor de: 
 autoadaptare ` și anume 


Alet) = 40.9 + Maf у) aa > "d 
tisa уй 001, mo | "a (8.35) 
B(e, = BO, +0, (+) ат ем 


^7. c c sen у@]нТ(@) ОВ, £20. Go (336) 


. Avind in vedere forma relațiilor (3.35), ) BG se spune cá's-a reali- 
zat o autoadaptare de tip RI (releu + in 

. 3° Se determină elementul de corecti на incit partea liniară 

a sistemului cu structura din fig. IV.21 cited de matricea de transfer 


G&(s) = K(s(fs — Any! | G. 1) 


să fie strict real pozitivá (оста 3 si definiția 4). 


n final, facem observati vectorul eroare e, poate fi de dimen- ` 
siuni mai mici decit Зада | lui x, (sau х), în sensul că el poate 
fi obținut prin compararéa numai a anumitor componente omoloage : 
ale vectorilor x,'si x, dupá cum se arată în exemplul următor. 


i 


3.2.3. aus Sistem de urmărire autoadaptiv RU 
i Ш E : | 


p ă sistemul automat de urmărire cu schema biot struc- 
turi g. IV.22, in care T = const., ho este un parametru variabil 
în f de perturbațiile externe. și 
k, este un parametru ajustabil care 
trebuie modificat astfel încît А./, 5 1. 
Adoptind un model de referință cu 
"funcţia de transfer 


1 - 
-G (s) = —————————- (3.38) Fig. IV.22. Schema bloc structurală 


T$ TsTÍ. i a unui sistem automat de urmărire. . 
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ne propunem să .sintetizăm о comandă ийй de ajustare a: 


parametrului 4, pentru realizarea scopului propus. i. 
| Întrucît funcţia de transfer a d ajustabil uid i E? 


| kek, САБ, 
"T Gaia ет. | 
$ кын PES pue. / 


GS e а 


in care aproximaţia. făcută - nu наше erori prea mari dacă |à;] . 
este suficient de mare, [C7], ecuația diferențială a erorii ^ , 


e= Xy — X. T СИС, 
„este | " Ps AD^ | 
i | Te -ée—(- А) ш. _ д 
| Comanda Роса are forma . К ү 
SELL vy) n Ka (0064) 


"unde A, = const. pe. durata procesului apte 
Introducind notatia . 
En о) U(t 
Ea) щй 


si tinind seama de (3. у: си 0 = У E о, se ajunge la inecuația "E | 


jM 
a cărei cea mai si niti A este | EU 
К Й = щт) у(х), Б> (Войо — D228. (3-41) 
si Ke endi din. (3. 40) si (3. #1) rezultă — 
N 


Y ut) T vix qiia dz + ha == ү di2 — A h. > 0, 


?дё ka = ko + AE ulz) yt ат. TE | б. 4) . 
kyo 0 . | s 2 
Partea liniară a sistemului este descrisă de funcția. de transfer 
i | [э | 
i Gps) = ————————- К(5). | 3.43 
s 9 Gals) “Т? 5 4 1 е) FI | m ) 


t 
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(3.39). 


у 


 Adoptind. | | 
| K(s) = a + bs ZEN 7 (3.44) 
din condiția Re G (jo) > 0, oeR, se obține , 


nane о, ocR, 
(1 — Te? + 


care este satisfăcută pentru b >aT, а> 0. - 

Vom remarca in final cá legea de autoadaptare (3. 42) ȘI eleșhentul 
- de corecție PD (3.44) se obțin exact în aceeași formă dacă, s& face, o 
sinteză pe baza metodei directe Liapunov, [CT]. ^ 


оа | ; : О д i 


E 


Sa 


Transformarea Laplace ' 


: Definiţia 1. Fie f(t) o funcție de variabilă reală; numită funcţie original, care > satis- 


` face ‘următoarele condiții: 1?f(/) —'0, 2 «: 0; 2°f(f) este derivabilă pè porti 39. ~ 
există MS > 0 şi ae R àstfel încît | f(f) | < Мей, zm. ons de variabilă gor piexä 
‚+ “е, uid P pere а = cu о. pb 
ы SN < | sm 
E numeste transformata Laplace” sâu funcția imagine a funcţiei qe 
„Teoreme importante. Fie А Е nn 
09-200. о) 2 qo ` 
1. Liniaritatea RM i NE | к | 
07 aft Fat) FO) 909. aeRO (A) 
2. Transformatà derivatei ofiginalului ' "S ү оя i ^ 
xv i А 
AD А Eara е 
| Оу eo) -SXF (9) 10-9. ОС 
e Is general | 2° S sus | ' 
` х (»—1) : E dă 
pp и (pedet aye m =S (= 0). © (&3) 
SE э? | 
Prin f (t), pea ., s-a notat derivata: gbneralizati (in sens distribui) de ordi- 
nul k a fu з! ' | 
VANS SS pr do d 
E ES ве im Pa. 
NS AN . E x | 


; yo 2g ‹ bi o 
Oldie байаны originalului în i E MV 


În general: 


2 Vd. a uf in 1 1 | А 
Pug? 3» " iis ко 
= V 0. 0 .. $7; s 


x 


ч 


A Transformata translatei originalului (8 


t 9) = е), тев. 


m 


Translata imaginii | E ED 
i n ЕКОЕ «cR. ко EN 


76. Transformata produsului de ta i 


(| ji alis) “| = i /@— et) a} --F(3 Gt). 


\ 


7. Valoarea inițială 


Dacă există + 0) = ш (0) atunci m Е 5 
4 ` ; А qu 
i | - ~- ДЖО) = Jim sF(s. К | 
8. Райана finală Я ` | e i «v : 
"Dacă există ў (+00) = lim f(t) atunci — "EN "E 
E 15+ 00 ut ME 


à 


+ 


Ed Д+ о) = lim sF(s). Кш 


9. Teorema dezvoltării > : AS 


Dacă F(s) = Q (s)/ P(s), unde P(s)-şi Q(s) sint oua polinoame ану prim? între . ` 


ele, cu grad P =n > grad Q = m, atunci X) 


PESE p 


sas 
P ; ev il. j= 1,..., Qo 


Da d E sint polii distincti, fiecare de multiplicitate qi ai funcției’ F(s) cu, 
ы, ЖУК 


de funcţie de transfer. Fie un sistem dinamic liniar continuu si. invariant. 


dn ia scris de ecuația diferențială ordinară cu coeficienți constanți ur 
ГА 
9) (9—1) (m) (m —1) " 
. "Gay + an- Y d e + ауу = ди + bma uo: + bu, t20 - (А.З) 
' cu condiţiile А а . \ | 
u(t) = 0, y(s)=0, г< 0. : (A.4) 
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E 


. Aplicând (A. 1) si (A.2) pentru (A.3), sub condițiile {А.4), se obține `., Ji 
| Y() = G(sU(9) о 


‘fn саге. коз + j А 
t 4 


Y(s) = Li), Us) = Liu), 
ta BET ima h B У). TCR 
& " ags'* + an-s” ш + ae T M | Т | m a i 


‚ \ 


` Definiţia 2. Funcţia G(s), de forma (A.5), care definește relaţia inirare-iegire asis- 


m (4.3) în domeniul funcțiilor ован, ѕе numește funcția de transfer a respec- 
tiyului sistem. . 


“Transformarea D. 4 б, | Eg 
; | iP ut, "m i 


„După cum 's-a văzut la 1. 1:4 P^ Rm de TE „din funcţia f(t) con: 
tinuu variabilă, se е obține s seria ques Гігас | 


Й N | "d d | 
v vm = X At т АТ), 


& 


uide T este rc лайын Je = Pen Er (0), В = 0,12, ..., 91 ду este.o — 


original бе; SÉ; ? 
TERS o a Laplace a funcției f*(7) are expresia, ROS S 

& N Ku 

NE r t. Ps) = Улген. . И (B. 1) 


Introducînd variabila complexă z = e7 din (B.1) se obține \ 
| К um i 
E \ FM e 
EZ0 b 
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Definiţia 1. Funcţia de variabilă complexă F(z) = 2$ (f*(t)) = 2 (f*(0) - 
i > s= a > 
se numește transformata, $ a seriei de impulsuri f*(t). 

Íntrucit seria de impulsuri se obţine din f(t), se mai poate scrie %{f(t)} = F(z), dar 
nu trebuit să se piardă din vedere cá pentru a se putea determina F(z) trebuie să se 
obţină mai întîi f*(t) sau. şirul de valori fy, k = 0,1,2, .... În aplicaţii poate fi mai avan- 
tajoasă această ultimă posibilitate, după cum se va vedea din următoarele două exemple. 


Exemple : : 

a) Pentru f(t) = c(f) — funcţia treaptă unitară, avem fu = 1, Ё=0,1,2,..‚5 
F(z) = 14 271 4- 2-2 -+ .... Aceasta este o serie geometrică infinită, cu ratia z-1. Pentru | 
|z| > 1 ea este tdi aa şi are suma S(o(t)) = z/(z — 1). | 

b) Pentru f(t) = е, 1 > 0, cu aeC, avem fy = е7, k = 0,12,. e 


Я К 


я Fi) = X (TAS — n |а > етв», Ду 
| i - N 
Teoreme importante Fie ` i д 
F(a) = #000), °С) = ® (80). 37 
1. Liniaritatea i "s e 
Piafi) + egl) = e,F() + CKP сев. . -© (B2) 


2. Transformata translatei originalului 4 e 
A 


i —-—: = 2-" mp y Lan]. me meN, E 


FT nenna F(2) — Y V meN. | G3 


3. Teorema amortizárii. S 
* 


: n S (f(t) e?) EG. dud | 
| TN 


4. opis originalului 
M 


AS sU f- TY pad ag - f^ 


И и y v5 a Се 
= (2 — 1) F(z) — faz- 


бё (ДЕ T) — 0) = 


a 


5. Transformata „întegralei“ originalului 


"AL „= FO 


* BEEN i 


tof 


‚ їп care. ^ > : : Ў ‚з ч 


4 ME 


1 


o Aog ' m А е 
6. Transformata produsului de convolidie i 


E ME „să D i) = FU) GQ). CE EC i 
7. Valoarea inițială ` о i ` 
Dacá existá ks Lr а a atunci 
po i " i E тож s 

, | ' |f dim F(2). | i i 

5 6002 50 C "i 

8. Valoarea finală | e 
Dacă există /(4- оо) = um n/0. atunci NE d al 


f ©) = п (z — 1) T i E Pa 


- Noţiunea de funcţie de transfer în z. Fie un sistem dinamic liņi d şi inva- 


тіапі în timp descris de ecuaţia cu diferenţe cu кино; pu 


Ee . © asy = AT) + asap — (n — DT) + ida | 
= mu @ — mT) Ваи - (т — 1) T) +: Ша зең, вө 


cu „condiţiile | 


э е „= e! У@ = 0,$#< 0... E ‚ (8.5) 


Aplicind (B.2) si (B.3) pentru. de 4), E ^ (B.5),:se t obține 


> 


E 


DE uta 


G(2) = 


A | 4 bz +... + bg УӘ, E 
; ` ^ 5 4g d- az +... T ав" UG). E 


Definiţia jn a Gi); de forma (B.6), care дый еа relaţia, 'intrare-ieșire a 
umeşte funcţia de transfer în 2 a respectivului sistem. 


"S A foal de transformate % si de transformate Laplace uzuale '' ET 


E zei 2o FU) - 
A) 1 x d ` 
А e(f) © Е p. , m: сы ®% E ас 

| N : 
| Tz 1 
P. (2 1 * а. 


(8.6) 7 


"n 


D 


7 28-1 +... А я 


1? - 
| " & (z (oca 1)! B gn 
$ ж * * : Е 
- erat ui i 2 1 | 
: i z —е-@Т М s + a 
T zsneoeT . . p , P 
sin ex ————À ai i а 
: 22 — 22 cos ӨТ +1 Й ' Spo. 
A z — cos oT А | l $ 
cos ө? ———— Mec E 
2 — 2zcos0T + 1 ~ Bpa 
` -aT si T pe 
e-a sin cf TENE ON O . €— A 
28 — 22е-аТ cose T + e-?aT . РЕ s + 2as + o? + S 


z — e-aT cose T 


| . pO s+a- 
е-аї cos оі z ————————— s ——— 
NEL „2? — 22 е-аТ cos af. е?ат (282 + 2as t9 а? 
LR "- í $1 c, 
(2 — е-аТ)в & + а)" Р 


1% е-ат ТЭ-1;е-%7 
. Calculul transformntei % cu ajutorul transformatei Laplacé;" Tabelul dé mai sus 
sugerează posibilitatea determinării transformatei $ cu ajuto: transformatei Laplace. 
: Acest lucru este indicat mai ales atunci cînd se dispune:de kj de transformate Laplâce, 
. detaliate şi atunci cînd sistemul studiat conține element transfer liniare invariante 
şi continue în timp. 4 i 


Dacă F (s) este o fráctie rațională, este posibilă 
` form tabelului de transformate % de mai sús fiec 
` anumită transformată %. Pe Бага acestei d 
calcule complicate. n 


oltarea ei in fracții simple. Con-. 
fracţii simple în s îi corespunde о 
lente determinarea, lui F o nu е 


De exemplu pentru Е (5) == EE A scrie 
| T IT. 


я ғы) ЗАЕВ н s т il 


> sss B 5 (1 — е-97); 


z—1 ET. sg Dg em) 


i 


i AG e тс) conform anexei A putem scrie | 
F(s) = "pi Та). Dacă Tm =aT,aeN, atunci, conform cu (B. 3), obținem 


íf 


i | Fi) = 31 F(5)) = te (2 — aT) = 063), 


în condițiile în care g(î) = 0, # < б. 
Pentru о documentare completá азирга transformărilor. Laplace si $ se pot con-. 


sulta [A 2), [D 7], [N 2], [S 2], [J 2], [K p [К 4]. 


H 
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' Spaţii vectoriale (liniare) normate 


"Definiţia 1.0 T X are structură de —m vectorial (liniar) peste un corp. K 
dacă (X, +) este grup comutativ $i aplicația ф: К.х X — X, numită Pe E prati 
exirnóà şi notată multiplicativ: (", ”), satisface următoarele condiţii: ` 
=а +a оу; 2° (a +p) aaa Bia; 3° (98) x —&- (Вх); PS E 
elementul unitar din К), oricare ar. îi x, yeX şi oricare ar fig, бек, lementele din : 
X se numesc vectori, iar elementele din К se numesc scalari, ka binară externă 


se numeşte înmulțire cu un scalar. j 


P 
à 


. Definitia 2, Elementele P Xg.-.., 4g ale unui “spaţiu Pra " X se numesc liniar 
independente dacă din ax, + aate des Dco as = 0 rez au = 0, i= L. PA În 
caz contrar elementele x, Wa, s, ЖЯ Se. numesc liniar endente. í 


- Definiţia 3. O submultime Xp € X a unui spati сына se numeste bază dacă ; 
fiecare x e X se exprimă univoc printr-o combinaţie liniară. x = ax, -- aaa + o F Onta 
a unui. număr finit de elemente. Жу, Zares 1a e Xp [^n ТАЕ ss. dp se numesc coordonatele | 
vectorului : &. nue E 
Teorema 1. Orice spațiu vectorial ar baza Хь. Fiecare bază Xo din X este опа 
.din 'elemente liniar independente. . х А m 


Teorema 2. Dacă un spaţiu $ torial X are o bază finită Хь atunci oricare altă.. 
bază X; are acelaşi număr de nente са ўі Хь. Acést număr se numește dimensiunea 
spaţiului -vectorial X. NN " 


1 


| Definifia.4. О foi reală ||| :X — R se'nume$te normă. dacă: satisface солаі- ~ ` 
fille : 1° [||| > 0 ori ar fi xe X, cux # 0; 2° la - |= Г ||| oricare ar fixe X. 
. 81 oricare'ar, fia 2 3° 1а + yl «|[x]| + jiyi] oricare ar fi x, y € X; în cazul normelor. . 


de matri ae bi adaugă 4? ||ху|| < А * ll oricare ar fi я, ye X. 


H 


К. Te vs spaţiu vectorial normat. (X,.||-|]) este ùn spaţiu vectorial în care 
s- ; 


na normă, 
Ma, de norme i | | Q7 {сымы р 
a) Norme de vectori 7 А ` 


| n п iż | | T Y І 
а = X Fd, Па (5; ч) ‚Д max |. 
i=i у i=1 - <= 


m 


= 
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i ч 
b) Norme de matrici: 


М1 = max 33 Jasi], А11 = max Y, lan], 41 = max lant, ` 
"ms k ial i Oi kel. oO GR 


~ mun | 1/2 
^E var) di 


"Prin £j i = 1, ... 7, şi bis i = 4. „m k= 1,...‚ я, s-au notat respectiv compo- 
nentele lui x si elementelé matricii A. "n 


Sore puse si hermitice. Criteriul: зубе 3 


NE i 
SS 
Fie A o matrice reală de 'ordinul я, шй 
Prin definiție " xv ; 
ya d 4 c R^, (D. 1) 


este o formă pătratică și A este P Ap pátratice. 

“Definiţia 1. Forma pătratică Y) si, respectiv, matricea A. sînt pozitiv definit 
dacă y > 0 pentru > Æ 0 şi > 3) p ж == 0. 

Forma pátraticá (D. 1) și, S us matricea: A sînt negativ definite dacă —y și, 
"respectiv, —A sînt. pozitiv я finite. А 

Definiţia 2. тода AN tică (D. 1) şi, respectiv, matricea, A sînt pozitiv seniidefinite 
dacă y > 0 penifü şi y = 0 pentru x = 0.: a 
: Forma ls аш .1) şi, respectiv, matricea A sînt negativ semidefinite dacă, y 

şi, respecti a —A sînt pozitiv- semidefinite. 


DAN К Forma pătratică (D.1) si, respectiv, matriċea A sint, nedefinite 
dacă (D: АК condițiile Definifülor 1 şi 2. 


Criteriul Sylvester, [B 5), {С 8), [С 1), IR. 5]. Forma pätratică (D. 1) si, respectiv, г 


matricea A sînt: 


1? pozitiv definite. dacă și numai dacă toti minorii dosi diagonali ai matricii A 
sînt pozitivi; М 

2° negativ definite dacă şi numai dacă toţi minorii principali diagonali ai matricii A- 
sînt, cei de ordin impar — negativi, iar cei de ordin par — pozitivi; : i 
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3? pozitiv semidefinite dacă si numai dacă det 4 = 0 si toţi minorii priücipali 
E diagonali sint nenegativi ; 
' .4? negativ semidefinite- dacă şi numai dacă det А = 0 şi toți minorii principali 
. oes sint, cei de ordin impar — nepozitivi, iar cei de órdin par — nenegativi; 
.5? dedefinite dacă si numai dacă nu au loc condiţiile 1? — 4%. Ж 
` Fie: 4 о matrice complexă de ordinul n cu proprietatea A == 4%, unde (^ pe fepre- 
zintá operátià de conjugare si tranepunere. Mátricea 4 se numeste matrice. heriniticd. 
Prin denme / H | 
y= ‚ у*Ах, жас", | ; ушш pud 
este o. formă hermitică, i . ` . 
“Întrucît y ia valori pe R, definițiile 1—3 se extind in mod. corespunzător şi penti: 
`- D. 2). în acest caz se poate, aplica criteriul Sylvester, care îşi st vena Valabilitatea. 


: К У 

. 0 formulă a lui Schur . Ks | 
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Demonstratia a, formules se. bazează pe ‘calculul determinantului produsului 
de matrici. d) NP | 
ау Кы i. ar " вое B ` 
S бу My ue lU Ma : Ma e EN 
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Im i Mū Мы i И 
det Mg det M = det se tad tn ь.б. (E. 3). 
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Schema analizei stabilității sistemelor automate. 


© 
Această schemă este o structură ierarhică de tip graf orientat (arborescent ePlega- : 
turi între ramuri) și. reprezintă o imagine globală a conținutului cărții.: Ea co istituie ` un, 
suport util pentru evidenţierea conexiunilor şi confluenţelor existente i i bonceptele | 
şi rezultatele din sfera, stabilității şi, în acest context, pentru facilit unui studiu 
sistematic al tehnicilor de analiză a stabilității sistemelor :autoniate are permite abor- 
“а; ansamblu asupra 
întregului sistem de concepte şi rezultate din cuprinsul cărții, Totodată, pentru citi- 
torul familiarizat cu conţinutul cărţii sau cu problematica bilității sistemelor auto- 
mate, schema alăturată, poate constitui un ghid util in Kan respectivelor concepte 
şi rezultate. — ' А i 
Evident, aceastá €—— nu este exhaustivă i m fi — şi cu alte 
ă stabilității sistemelor automate. 
Se remarcă cu uşurinţă că nivelele ierarhice. din cadrul schemei se disting prin 
formele diferite. ale blocurilor, conexiunile. 4 A e ramuri sint marcate prin cercuri nume- 
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. Sistemul de serii. si colecţii în automatică-informatică-electo- 
nică-mana gement 
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BIBLIOTECA DE AUTOMATICĂ-INFORMATICĂ- | 
,ELECTRONICÁ-MANAGEMENT . | 


1. "M "FUNDAMENTE 


— Teme cuprinzătoare, reprezentative, | М, 
‚ — Formalism matematic cu expunere concisă, riguroasă, dabracce- 
sibilă . i | : 
— Traduceri de mare notorietate 1 B 
— Lucrări originale „ale profesorilor, cercetătorilo specialistilor 
româui de prestigiu S 
— Abordare E S , Sistemicá AV К 
2i i 
NY 
II, Seria PRACTICĂ «бў 


— Tematici. {егей aplicative 

— Situatii tipice in proiectare,' mgl ie | 

| — Material tabelar și grafic ` 

— - Îndrumar al activităţii” după gm metodice si eficiente 
"NN S 
IH. Seria INITIERE ` 

— iona instruire a Mech noi ce depășesc pregătirea clasică 

— Introduceri apes terâpecialiștilor ; un ciclu separat de ABC-uri pen- · 
tru cadre au nespecialisti 

— Tratare „5и e grafică, cu aparat matematic, accesibil 

E Sega i preocupărilor ulterioare 


LI 
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IV. soif AUTOMATIC Ă-MARAGEMENE-CALCULATOARE 
(AMC) 


= Reflectarea evenimentelor vieții tehnico- ştiinţifice: congrese, ma-, 
nifestári internaționale etc. 


d — Ciclu de instruire 


воі 


Ао de sinteză originale și traduse, teme „cu фило” ex- 
^. plozivá bu : 

. — Abordarea sistemică a celor trei donent tematice `. ] 

` ,— Articole cu. bibliografii ample, idexabile “multiplu l 

— АахШаг а de cultură tehnică d 


F 


V: Colecția  AUTOMATICA-INFORMATICÁ - 


E ^ 


EU succinte ^ г. j^ Wu EC ue 


'— Documentare . adincită, variată | 2o de. 
— Teme conturate : | . С ob 
— Instrumente de lucru . c E het în i ‚> 
. Vk Seria ELECTRONICĂ APLICATĂ _. 5 ом. 
" Profil similar cu colectia anterioară - | к - - * о 
' VII. Colecţia RADIO: si TELEVIDEO „у | 


COMMEDO 
| Q 

ccn cu 4 mic, in tiraj de, NS pentru Tadioamatori ; соп; 
E structori, Шошан Si eo ticieni. 
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Ф ixvorttà din meoanioa claaloA, problema stabilității aintamalor dinamica a evoluat 
ascendent pe o tralectorie care іпіегаесіевай variate discipline științifice, culminind ou 
automatica, domeniu în ваге capătă o daplină maturitate alături de о maximă gene 
ralitate, 

Pe parcurnul evoluției aale, stabilitatea a constituit o permanentă provocare 
teoretica, prilejuind o continuă extindere а aferel da euprindere а analitioului gi o гай. 
nare corespunzătoare à puterii de predic(ie а асова, 

In prezent, stabilitatea pha cucerit recunongterea. statutului de concept (а! 
ca punct de confluență al cunoașterii teoretice ou praxinul inginorene, 

Punind sub control dinamica proceselor, automatica este би їп hi zurati 
de cerințe foarte severe privind evoluția echilibrului Ansamblului, Prim 
unui vast aparat matematic, automatica reugegte portrotizări ale dinai 
lor într-un cadru de maximă generalitate și »emnifican(A pentru stat tea acestora, 

Cadrul normativ pe care stabilitatea sisfemelor awfomate îl prr е practicii ingi- 
M se finalizează în criterii eficiente de sinteza și acordare, qo dé care proiectarea 


unor arhitecturi complexe de sisteme mecanice, electrice, el hice sau combinații 
ale acestora nu ar fi posibilă, iar funcționalitatea lor ar fi prec i 
XV 


M 
EDITURA SEM NICĂ 


^N 
Ф Lucrarea de faţă, coms il "n totalitate problematicii stabilității (ceea ce 
ба oastrá), se remarcă printr-o maximă concizie, putere 


constituie o premieră în literat 
gy entraron pe obiectivele proprii automaticii, 


de selecție si consecvență î 
@ Cu acuratefá si йк n context aplicativ sint prezentate un mare număr de 
tehnici, metode şi algoritigiVle calcul referitor la analiza stabilității sistemelor automate 
mono- si multivariabi liniare, neliniare, continue sau discrete. 
Mod le trațăte pune în evidenţă calitatea şi dozajul fin al argumentării, în 


cadrul căreia] Întui inginerească, este întotdeauna recuperată în fața fundamentării 


pep 

sau Але 

Філас inginerească, tratate comparativ priu mai multe tehnici $i proceduri. 
anexele tind a conferi un caracter autonom lucrării, trimiterile biblio- 

grafice stabilesc conexiunile acesteia într-un context bibliografic relevant. 

Q Ultima anexă surprinde deosebit de sugestiv conținutul lucrării sub forma unei 


d К derularea conținutului, aspectul merodologic-operafional al analizei 
(&thbilitátii este fixat printr-un lot numeros de exemple numerice extrase 


scheme logice саге sistematizează sinoptic întreaga matrice a relațiilor dintre concepte- 


metode-rezultate, permitind un ghidaj de tip sistem expert în alegerea căilor celor mai 
eficiente de atac pentru rezolvarea unor probleme concrete, 

Lucrarea, se adresează inginerilor automatigti din concepfie-proiectare, precum 
şi celor din. exploatare, constituind totodată — prin claritatea expunerii — un excelent 
manual pentru pregătire sau reciclare în automatică. Dat fiind portabilitatea meto- 
dologiei de analiză si sinteză a stabilităţii expuse în lucrare pentru diferite domenii ale 
tehnicii, ea este utilă interdisciplinar ingineriei de proiectare din întreg profilul mecanic 
şi electric, 


